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 תזכורת: 

)קבוצה כלשהי,  Xתהי  )S P X⊆  אם היא מקיימת את התכונות הבאות: רינגתקרא 
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iii. ,A B S A B S∈ ⇒ ∪ ∈ 

Xואם מתקיים גם כי  S∈  אזיS  .הינה אלגברה 

 מקיימת את  Sאם לעומת זאת 
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 . Sהינן קבוצות זרות ב  iCכאשר   

 הינה רינג אזי היא סמי רינג. Sקל לראות כי אם אזי היא תקרא סמי רינג. 

}דוגמא: תהי  } { }( , ] : , ,S a b a b a b= ∈ < ∪ ∅  .קבוצת כל הקטעים הפתוחים משמאל וסגורים מימין

זר וסופי של הינה סמי רינג שכן היא סגורה לחיתוך והמשלים של כל קטע הינו איחוד  Sאזי קל לבדוק כי 
,1)איננה רינג שכן   S. לעומת זאת קל גם לראות כי  Sקטעים השייכים ל  2] (3,5] S∪ ∉ . 

:ומידה  Sבהינתן שיש לנו סמי רינג  [0, ]Sµ → ניתן להגדיר   (יש להבין למה היא נקראת מידה)∞

)מידה  )*: [0, ]Sµ σ →  באופן הבא: Sעל הסיגמא אלגברה שנוצרת מ  ∞

)לכל  )E P X∈ את המידה החיצונית נגדיר 
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ולוקחים את הכיסוי "הקטן  Sעם קבוצות ב  Eכלומר אנו מודדים את כל הכיסויים של הקבוצה 
)כל  על ביותר". שימו לב כי הגדרנו פונקציה )P X  בשלב השני אנחנו מראים כי אוסף כל .

)הקבוצות המקיימות  ) ( ) ( ) ( ){ }* : * * *  cM A E A E A E E P Xµ µ µ= = ∩ + ∩ ∀ הינו   ∋

 הינה מידה. Mעל  μ*סיגמא אלגברה וכי הצימצום של 

 תכונות בסיסיות של מידה חיצונית:
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 (סב אדיטיביות)

}דוגמא: אם נסתכל על הסמי רינג  } { }( , ] : , ,S a b a b a b= ∈ < ∪ ∅  עם המידה
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הינה מידה חיצונית וכי  

 סיגמא אלגברה לבג. M*נקרא מידת לבג ו   M*על  m*הצמצום של 

)הוכיחו כי אם    )1 )* 0m A )אזי  = ) ( )* *m A B m B∪ = . 
 פתרון: 

 
≥   :B A B⊆ )ולכן  ∪ ) ( )* *m A B m B∪ ≥ . 
 מתקיים property itivityadd-sub: עפ"י ה   ≥

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
* * *

* *

m A B m A m B

m A B m B

∪ ≤ +

⇒ ∪ ≤
 

 
). הוכח כי  [0,1]קבוצת האי רציונאליים באינטרוול  Aתהי  )2 )* 1m A = . 

 פתרון:
 

0εנקודה, אזי לכל  x∈מכיוון שאם  0היא  המידה החיצונית של כל נקודה ב  קיים  <
)הקטע  ),x xε ε−  , לכן : xומכיל את  2εשאורכו  +

 
)לכל  ) ( )* 2 * 0m x m xε≤ ⇒ = . 

}היא בת מנייה ולכן נוכל לרשום  B,  [0,1]את קבוצת הראציונאליים ב  Bנסמן ב  }i i
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)עפ"י התרגיל הקודם נובע כי  ) ( ) ( )* * * [0,1] 1m A m A B m= ∪ = =  
 מש"ל
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קבוצה סופית של קטעים פתוחים שמכסה  
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 מש"ל
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 הינה סופית. 
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 לעומת זאת
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Eלכל קבוצה תרגיל :  ⊆  ו,a b∈  מגדירים: { : }aE b ax b x E+ = + aE(ז"א ש  ∋ b+  היא

xתחת הפונקציה הלינארית  Eתמונת  ax b+  :הוכיחו .(( ) ( )* *m aE b a m E+ = . 

)פתרון: הזזה ראיתם בהרצאה. לכן נראה רק את המקרה  ) ( )* *m aE a m E= . 

0aהמקרה בו  0aEהינו טריויאלי שכן אז  = 0a. נוכיח ל  = ≠ . 

 . aEכיסוי פתוח של  aO אם ורק אם Eכיסוי פתוח של  Oלמה: 

 הוכחה: 

xהפונקציה :  ⇐ ax   פתוחה (ההופכית שלה רציפה) ולכןaO  קבוצה פתוחה. מצד שני

( ) ( ) ( )( ) ( )/ / /aO a E O O E a E O E aE a O E= ∩ ∪ = ∪ = aE, ומכאן ∪ aO⊆   ולכן.aO
 . aEכיסוי פתוח של 
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a,קבוצה מדידה לבג,  Eתהי  תרגיל: b∈  קבועים, הוכיחו כי הקבוצהaE b+ .מדידה גם היא 

0bשומרת על מדידות, ולכן נניח בה"כ  הבהרצאה שהזז תראו פתרון:  . נחלק לשני מקרים:=

:0a }במקרה זה הקבוצה  = }0aE  היא נקודון, ובוודאי מדידה. =

:0a A,נוכיח שתי טענות עזר, לכל  ≠ B ⊆   ולכלa∈: 

)א.   )c caA aA= 

)ב.   ) ( ) ( )a A B aA aB∩ = ∩ 

 הוכחה: 

 א. 

( )c c cx xx aA x aA A A x aA
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a a a

∈ ∩ ⇔ ∈ ∩ ⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∩ 

)נותנת  Eהמדידות של  ) ( ) ( )* * * cm A m A E m A E= ∩ + ⊇Aלכל  ∩ נכפול שוויון זה ב .a 

( ) ( ) ( )* * * ca m A a m A E a m A E= ∩ + ∩ 

( ) ( )( ) ( )( )* * * cm aA m a A E m a A E= ∩ + ∩ 



( ) ( ) ( )( )* * * cm aA m aA aE m aA aE= ∩ + ∩ 

 


