
 4תרגיל 

 

 . חשבו את הגבולות של הסדרות הבאות:1

 

𝑎𝑛א.      =
1

𝑛
𝑠𝑖𝑛(𝑛!) 

 

𝑎𝑛ב.      =
(𝑛+1)!−𝑛!

(𝑛+1)!+𝑛!
 

 

𝑎𝑛ג.      =
3𝑛−1

2𝑛
 

 

𝑎𝑛ד.      =
3𝑛

2𝑛2 

 

𝑎𝑛ה.      = 𝑛(√𝑛2 + 𝑛 + 1 − √𝑛2 + 𝑛 − 1) 

 

𝑎𝑛ו.      = √𝑛 + 1
3

− √𝑛
3

 

 

𝑎𝑛ז.      =
𝑛3

(𝑛2+1)(3𝑛+1)
+

3𝑛+2𝑛

3𝑛−2𝑛
 



 

𝑎𝑛ח.      =
7

(𝑛+3)(√𝑛2+3−𝑛)
 

 

    

 . חשבו את הגבולות של הסדרות הבאות:2

 

𝑎𝑛א.      =
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+ ⋯ +

𝑛−1

𝑛2
 

 



𝑎𝑛ב.      =
1⋅𝑠𝑖𝑛(1)+2⋅𝑠𝑖𝑛(2)+⋯+𝑛⋅𝑠𝑖𝑛(𝑛)

𝑛3
 

  

𝑎𝑛ג.      = √2 ⋅ √2
4

⋅ … ⋅ √2
2𝑛

 

 

 

 

𝑎𝑛ד.      =
7+𝑐𝑜𝑠(2𝑛)

2−𝑠𝑖𝑛(𝑛)
+

5−2𝑛𝑠𝑖𝑛(𝑛)

𝑛
 

 

 

 . הוכיחו לפי הגדרה:3

 

𝑙𝑖𝑚 𝑎𝑛א. אם      = 𝑙𝑖𝑚 √𝑎𝑛אז  ∞ = ∞. 

𝑎𝑛-ראשית נשים לב שכיוון ש  → 𝑎𝑛 החל ממנו  𝑁בפרט יש   ∞ ≥  מוגדרת. 𝑎𝑛√והסדרה 0

𝑀יהי  > 𝑎𝑛-. כיוון ש0  → 𝑛כך שלכל  𝑁1יש   ∞ > 𝑁1  מתקיים𝑎𝑛 > 𝑀2 לכל .𝑛 > max (𝑁, 𝑁1)  מתקיים√𝑎𝑛 > 𝑀.כדרוש , 

𝑙𝑖𝑚 𝑎𝑛ב. אם      = 𝑙𝑖𝑚 𝐶𝑎𝑛מספר ממשי חיובי אז  𝐶-ו ∞ = ∞. 



 

𝑙𝑜𝑔2(𝑙𝑜𝑔2(𝑛))ג.      → ∞. 

𝑎𝑛פתרון: נוכיח שאם  → log2אז  ∞ 𝑎𝑛 →  ולכן נקבל את הדרוש ע"י הפעלת טענה זו פעמיים. ∞

𝑎𝑛תהי סדרה  → log2. רוצים להראות ∞ 𝑎𝑛 → M. יהי ∞ > 𝑛כך שלכל  N. קיים  0 > 𝑁  מתקיים𝑎𝑛 > 2𝑀 ר כלומlog2 𝑎𝑛 > 𝑀 .כדרוש 

𝑎𝑛ד.      → 𝑎𝑛−אמ"מ  ∞ → −∞. 

𝑎𝑛תהי   → 𝑎𝑛−נראה כי  ∞ → 𝑀. יהי ∞− < 𝑎𝑛-. כיוון ש0 → 𝑛כך שלכל  Nקיים  ∞ > 𝑁  מתקיים𝑎𝑛 >  −𝑀  ולכן−𝑎𝑛 < 𝑀 .כדרוש 

–י  -כך ש 𝑎𝑛תהי  𝑎𝑛 → 𝑎𝑛, נראה כי ∞− → M. יהי ∞ > 𝑛כך שלכל  N. קיים 0 > 𝑁  מתקיים−𝑎𝑛 < −𝑀  ולכן𝑎𝑛 >  𝑀 .כדרוש 

 

 . הוכיחו / הפריכו:4

 

𝑎𝑛א. אם      → 𝑏𝑛-ו ∞ → 𝑎𝑛אז  ∞ + 𝑏𝑛 → ∞. 

𝑛כך שלכל  N. קיים M>0הוכחה: יהי  > 𝑁  מתקיים𝑎𝑛 > 𝑀 קיים .𝑁2  כך שלכל𝑛 > 𝑁2  מתקיים𝑏𝑛 > 𝑛. לכן לכל 0 > max (𝑁, 𝑁2)  מתקיים𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 > 𝑀 + 0 = 𝑀 .כדרוש 

|𝑎𝑛|ב. אם      → |𝑏𝑛|-ו ∞ → 𝑎𝑛|אז  ∞ + 𝑏𝑛| → ∞. 

𝑎𝑛הפרכה:  = 𝑛, 𝑏𝑛 =  −𝑛 

|𝑎𝑛|ג. אם      → |𝑏𝑛|-ו ∞ → |𝑎𝑛𝑏𝑛|אז  ∞ → ∞. 

Mיהי הוכחה:  > 𝑛כך שלכל  N. קיים 0 > 𝑁  מתקיים|an| > 𝑀 קיים .𝑁2  כך שלכל𝑛 > 𝑁2  מתקיים|𝑏𝑛| > 𝑛. לכן לכל 1 > max (𝑁, 𝑁2)  מתקיים|𝑎𝑛𝑏𝑛| = |𝑎𝑛||𝑏𝑛| > 𝑀 ∙ 1 = 𝑀 

 כדרוש.

𝑎𝑛ד. אם      →  (.∞±-מתכנסת במובן הרחב )כלומר מתכנסת למספר ממשי או ל 𝑎𝑛𝑏𝑛ן הצר )כלומר מתכנסת למספר ממשי(, אז מתכנסת במוב 𝑏𝑛-ו ∞

𝑎𝑛הפרכה:  = 𝑛 ,𝑏𝑛 =
(−1)𝑛

𝑛
 

𝑎𝑛ה. אם      → 𝑏𝑛-ו  ∞ → אז  0
𝑏𝑛

𝑎𝑛
→ 0 

εיהי  הוכחה: > 𝑛כך שלכל  N1. קיים 0 > 𝑁1  מתקיים|𝑏𝑛| < ε קיים .𝑁2  כך שלכל𝑛 > 𝑁2  מתקיים𝑎𝑛 > 𝑛. לכן לכל 1 > max (𝑁1, 𝑁2)  מתקיים|
𝑏𝑛

𝑎𝑛
| =

|𝑏𝑛|

|𝑎𝑛|
< |𝑏𝑛| < ε .כדרוש 

𝑎𝑛ו. אם      → 𝑏𝑛-ו  ∞ → 𝑛טבעי כך שלכל  𝑁, וקיים 0 > 𝑁  טבעי מתקיים𝑏𝑛 ≠ אז  0
𝑎𝑛

𝑏𝑛
→ ∞. 

𝑎𝑛הפרכה:  = 𝑛, 𝑏𝑛 =
(−1)𝑛

𝑛
 

𝑎𝑛ז. אם      → 𝑏𝑛-ו  ∞ → 𝑛טבעי כך שלכל  𝑁, וקיים 0 > 𝑁  טבעי מתקיים𝑏𝑛 > אז  0
𝑎𝑛

𝑏𝑛
→ ∞. 

𝑀יהי הוכחה:  > 𝑛כך שלכל  𝑁1. קיים 0 > 𝑁1  מתקיים𝑎𝑛 > 𝑀 קיים .𝑁2  כך שלכל𝑛 > 𝑁2  מתקיים|𝑏𝑛| < 𝑏𝑛. נתון 1 > 𝑛כלומר לכל  0 > 𝑁2  0מתקיים < 𝑏𝑛 < 1. 

𝑛לכן לכל  > max (𝑁1, 𝑁2)  מתקיים
𝑎𝑛

𝑏𝑛
> 𝑎𝑛 > 𝑀 .כדרוש 



 

,(𝑎𝑛)שתי סדרות  . תנו דוגמאות של5 (𝑏𝑛) כך ש0-המתכנסות כל אחת מהן ל ,- 

)א.     
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 .0-מתכנסת ל (

𝑎𝑛 =
1

𝑛2
, 𝑏𝑛 =

1

𝑛
 

 

)ב.     
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 .0מתכנסת למספר ממשי שאיננו  (

𝑎𝑛 =
256

𝑛
, 𝑏𝑛 =

1

𝑛
 

 

)ג.     
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 .∞-מתכנסת ל (

𝑎𝑛 =
1

𝑛
, 𝑏𝑛 =

1

𝑛2
 

 

)ד.     
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 .∞−-מתכנסת ל (

𝑎𝑛 =
−1

𝑛
, 𝑏𝑛 =

1

𝑛2
 

 

)ה.     
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 לא מתכנסת )גם לא במובן הרחב(. (

𝑎𝑛 =
(−1)n

𝑛
, 𝑏𝑛 =

1

𝑛
 

 

 


