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 התפלגות מעריכית

𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)  אם𝑓𝑋(𝑡) = {
1

𝜆
𝑒−

𝑡

𝜆, 𝑡 ≥ 0

0,     𝑡 < 0
. 

∫
1

𝜆
⋅ 𝑒−

𝑡
𝜆 = [−𝑒−

𝑡
𝜆]

0

∞

= 1
∞

0

 

𝐸(𝑋) = ∫
1

𝜆
𝑒−

𝑡
𝜆 ⋅ 𝑡𝑑𝑡

∞

0

= ⋯ = 𝜆 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸(𝑋) = ⋯ = 𝜆2 

  כרוןיתכונת חוסר הז

𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)   ,𝑋אם  − 𝑎|𝑋 > 𝑎~𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

  הוכחה

𝑃(𝑋 > 𝑎) = ∫
1

𝜆
𝑒−

𝑡
𝜆 𝑑𝑡

∞

𝑎

= [−𝑒−
𝑡
𝜆]

𝑎

∞

= 𝑒−
𝑎
𝜆 

𝑓(𝑋 − 𝑎|𝑋 > 𝑎)(𝑡) =
𝑓𝑋−𝑎(𝑡)

𝑃(𝑋 > 𝑎)
=

𝑓𝑋(𝑎 + 𝑡)

𝑃(𝑋 > 𝑎)
=

1
𝜆

⋅ 𝑒−
𝑎+𝑡

𝜆

𝑒−
𝑎
𝜆

=
1

𝜆
⋅ 𝑒−

𝑡
𝜆 

 זמן מחצית חיים

𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆)  .𝑒
−?

𝜆 = 𝑃(𝑋 >? ) =
1

2
 

⇒? = 𝜆 ⋅ log 2 

𝑃(𝑋באופן כללי,  > 𝑘𝜆) = 𝑒−𝑘 

  דוגמה

𝑋1~𝐸𝑥𝑝(𝜆1), 𝑋2~𝐸𝑥𝑝(𝜆2) 

𝑌1~? 

𝑃(𝑌1 ≥ 𝑡) = 𝑃(𝑋1, 𝑋2 ≥ 𝑡) = 𝑃(𝑋1 ≥ 𝑡) ⋅ 𝑃(𝑋2 ≥ 𝑡) = 𝑒
−

𝑡
𝜆1 ⋅ 𝑒

−
𝑡

𝜆2 = 𝑒

−
𝑡
1

(
1

𝜆1
)+(

1
𝜆2

)
 

⇒ min(𝑋1, 𝑋2) ~𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

1

𝜆
=

1

𝜆1
+

1

𝜆2
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  מסקנה

,𝑋1באינדוקציה,  ⋯ , 𝑋𝑛~𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

⇒ min(𝑋1, ⋯ 𝑋𝑛)~𝐸𝑥𝑝 (
𝜆

𝑛
) 

,𝐸(min(𝑋1בפרט,  ⋯ , 𝑋𝑛)) =
1

𝑛
𝐸(𝑋𝑖). 

 

 למשתנה מקרי יש "התפלגות גמא"

𝑌~Γ(𝑛, 𝜆)  אם𝑓𝑌(𝑡) =
𝑡𝑛−1

(𝑛−1)!𝜆𝑛 𝑒−
𝑡

𝜆 שימו לב ש .- Γ(1, 𝜆) = 𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

  תרגיל

𝑌1~Γ(𝑛1, 𝜆), 𝑌2~Γ(𝑛2, 𝜆)  בלתי תלויים. חשב𝑌1 + 𝑌2 

  נוסחה כללית

𝑓𝑌1+𝑌2
(𝑦) = ∫ 𝑓𝑌1

(𝑡)𝑓𝑌2
(𝑦 − 𝑡)𝑑𝑡

∞

−∞

 

  תרגיל

𝑃(𝑌1הוכח את הנוסחה על ידי חישוב  + 𝑌2 ≤ 𝑦)  .וגזירה 

  פתרון

𝑃(𝑌1 + 𝑌2 ≤ 𝑦) הוכח!= ∫ 𝑃(𝑌1 + 𝑌2 ≤ 𝑦|𝑌1 = 𝑡)
∞

−∞

⋅ 𝑓𝑌1
(𝑡)𝑑𝑡 

 באופן כללי,

𝑃(𝑎) = ∫ 𝑃(𝐴|𝑋 = 𝑡)
∞

−∞

⋅ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡 

 פתרון התרגיל על התפלגויות גמא:

𝑓𝑌1+𝑌2
(𝑦) = ∫

𝑡𝑛1−1

(𝑛1 − 1)! ⋅ 𝜆𝑛1
𝑒−

𝑡
𝜆 ⋅

(𝑦 − 𝑡)𝑛2−1

(𝑛2 − 1)! ⋅ 𝜆𝑛2
𝑒(−

𝑦−𝑡
𝜆

)𝑑𝑡 
∞

−∞

= 

=
1

(𝑛1 − 1)! ⋅ (𝑛2 − 1)! ⋅ 𝜆𝑛1+𝑛2
⋅ ∫ 𝑡𝑛1−1(𝑦 − 𝑡)𝑛2−1 ⋅ 𝑒−

𝑦
𝜆𝑑𝑡

𝑦

0

= 

=𝑛1,𝑛2 אינדוקציה על

𝑦𝑛1+𝑛2−1

(𝑛1 + 𝑛2 − 1)! ⋅ 𝜆𝑛1+𝑛2
𝑒−

𝑦
𝜆  

⇒ 𝑌1 + 𝑌2~Γ(𝑛1 + 𝑛2, 𝜆)  

 מסקנה

𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛~𝐸𝑥𝑝(𝜆) = Γ(1, 𝜆) ⇒ ∑𝑥𝑖~Γ(𝑛, 𝜆) 
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  טענה

 .(𝜆)עם פרמטר  מתפלג אקסופוננציאלית 𝑋𝑖~𝐸𝑥𝑝(𝜆) נניח שהזמן בין אירועים

 .𝑡נחשב את ההתפלגות של מספר המאורעות בזמן 

 

𝑁𝑡 נגדיר = max
𝑛

{𝑋1 + ⋯ 𝑋𝑛 ≤ 𝑡}. 

{𝑁𝑡 ≥ 𝑘} = {𝑋1 + ⋯ + 𝑋𝑘 ≤ 𝑡}  

𝑃(𝑁𝑡 ≤ 𝑘) = 𝑃(𝑋1 + ⋯ 𝑋𝑘 ≤ 𝑡) =
𝑡𝑘−1

(𝑘 − 1)! 𝜆𝑘
⋅ 𝑒−

𝑡
𝜆 

⇒ 𝑃(𝑁𝑡 = 𝑘) = 𝑃(𝑁𝑡 ≤ 𝑘) − 𝑃(𝑁𝑡 ≤ 𝑘 − 1) = 

= [
𝑡𝑘−1

(𝑘 − 1)! ⋅ 𝜆𝑘
−

𝑡𝑘−2

(𝑘 − 2)! ⋅ 𝜆𝑘
= ∫

𝑥𝑘−1

(𝑘 − 1)! ⋅ 𝜆𝑘
𝑒−

𝑥
𝜆𝑑𝑥

𝑡

0

=𝑘 אינדוקציה על ∑
𝑥𝑖

𝑖! 𝜆𝑖
𝑒−

𝑥
𝜆

∞

𝑖=𝑘

 

⇒ 𝑁𝑡~𝑃𝑜𝑖 (
𝑡

𝜆
)  

 


