
 אנליזה מודרנית - 6תרגיל כיתה 
 

 נשלטתהתכנסות 

 

nf:*יהיו תזכורת:  X →   פונקציות מדידות כך שnf f→  ונניח וקיימת פונקציה איטגרבילית ,

nf g≤  לכלn  אזי .nf  וf  אינטגרביליות ומתקיים 

lim nn
f f

→∞
=∫ ∫ 

g:תהי  .1 →   אינטגרבילית ותהי :f →   חסומה, מדידה (לבג) ורציפה בנקודה

 0 1x ) הוכיחו שהגבול  = )2lim 1
n

n
n

xI f g x dx
n→∞

−
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) נוכל לרשום את האינטגרל בצורה הבאה: פתרון:  ) ( ) ( ),21 n n
xf g x I x dx
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) נגדיר את סדרת הפונקציות המדידות  ) ( ) ( ) ( ),21n n n
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 f  ולכן  1רציפה בנקודה  ( )2lim 1 1
n

xf f
n→∞

 + = 
 

וקיימת פונקציית הגבול  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 1h f g x I x f g x−∞ ∞=  מתקיים x∈ . לכל f חסם של  M . יהי  =

( ) ( )nh x M g x≤  והפונקציה באגף ימין אינטגרבילית. ע"פ משפט ההתכנסות הנשלטת הגבול

) הוא  ) ( )1f g x dx
∞

−∞
∫. 

 

 

f:תהי  .2 →   ,אינטגרביליתa∈  ונגדיר עבורx a>  
 

( )
[ , ]a x

F x fdm= ∫ 

 רציפה. Fהראו כי 
 

naפתרון: ניקח סדרה  x<  כך שnx x→  נגדיר .[ , ]1
nn a xh f= וברור כי[ , ]1n a xh f→  או

[ , )1n a xh f→ כעת, מכיוון שהסדרה אשר שוות כב"מ ולכן האינטגרל שלהן זהה .nx  מתכנסת נובע כי מ



n  מסוייםnx M<  כאשר ,x M< ∈  נשים לב כי .[ , ]1n a Mh f≤  וכן[ , ]1 a Mf  .אינטגרבילית
מכאן שכל התנאים להתכנסות הנשלטת מתקיימים ולכן 

( ) ( )
[ , ] [ , ]
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3. )generalized DCT נניח כי (, ,n nf g f  וg  ,הינן איטגרביליותnf f→  ,כב"מng g→  ,כב"מ

n nf g≤  לכלn  וגםng g→∫ nf. הוכיחו כי  ∫ f→∫ ∫  . 

 
n -פתרון: נגדיר סדרה חדשה של פונקציות חיוביות  n nh g f= . עפ"י למת פאטו נקבל  −

( )

lim lim lim lim

lim lim lim lim

lim

n n n n n

n n n n n

n

h g f g f

g f h g f g f

f f

= − = + −

= + − ≥ = − = −

⇔ ≤

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

  

nנגדיר מצד שני ,  n nh g f=  עפי למת פאטו נובע כי  +
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limמכאן שבסך הכל  limn nf f f≥ ≥∫ ∫ nfולכן  ∫ f→∫ ∫. 

 

 התכנסות חסומה

 

nf:יהיו :  תזכורת X →   פונקציות מדידות כך שnf f→ , ( )Xµ < nfוגם  ∞ M<  אזי .

,nf f  אינטגרביליות וגם מתקייםlim nn
f f

→∞
=∫ ∫ . 

 

 

)יהי  .4 ), ,X S µ  ממ"ח סיגמא סופי. נניח וf  0הינה אינטגרבילית ואי שלילית. הוכיחו כי אםε אזי  <

Aקיימת  S∈  כך ש( )Aµ <  ומתקיים  ∞

A

f fε + >∫ ∫. 



)פתרון: מכיוון ש ), ,X S µ  הינו ממ"ח סיגמא סופי, נובע כי קיימת סדרה של קבוצותnA S∈  כך ש

( )nAµ < nוגם  ∞
n
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זרות. נסמן  nA. ללא הגבלת הכלליות נניח כי  
1

k

k n
n

E A
=
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איחוד  

1סופי של קבוצות ונסמן 
nn Ef f=  הצימצום של ,f  עלnE  מכיוון ש .k

k

X E=


נובע כי  

nf f→  מכיוון  ש ,f  אי שלילית נובע כיnf f↑  נשתמש במשפט ההתכנסות המונוטונית של .
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ומכאן ש 
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f f↑∫ ). קל לראות כי  ∫ )kEµ < וכי מהגדרת הגבול נובע כי  kלכל   ∞

kE
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,יהיו  .5 : [0, ]nf f X → nfפונקציות מדידות כך ש  ∞ f→  כב"מ וnf f≥   לכלn  הוכיחו כי .

lim nn
f f

→∞
=∫ ∫  . 

 פתרון: 

 נחלק לשני מקרים:

)1( f = lim: עפ"י למת פאטו נובע כי ∫∞ lim limn nf f f f= ≤ ⇒ = ∞∫ ∫ ∫ ∫  

)2( f < ולכן ממשפט ההתכנסות  fנשלטת ע"י פונקציה אינטגרבילית  nf: אזי הסדרה ∫∞

limהנשלטת נובע כי  nn
f f

→∞
=∫ ∫. 

 
,יהיו  .6 :nf f X →  פונקציות אינטגרביליות כך שnf f→  כב"מ.  הוכיחו כי

0n nf f f f− → ⇔ →∫ ∫ ∫ . 

 

 פתרון: 
 

lim: נניח כי  ⇐ 0nf f− =∫ . 
 אזי 

n n n n
X X X X X

f f du f f du f f du f du f du− ≥ − ≥ − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 

 
 ומכאן ש 

0 lim lim 0n nn n
X X X

f f du f du f du
→∞ →∞

= − ≥ − =∫ ∫ ∫ 



 

lim: נניח כי ⇒ nn
X X

f du f du
→∞

=∫ ∫ . 

 
nנשים לב כי   n ng f f f f= + ≥ 2ngאינטגרבילית וכי  ng. ברור כי − g f→ כב"מ וכי  =

ng g→∫ nfמכך ש   ∫ f→∫ . כעת ברור כי מתקיימים כל התנאים למשפט הכללי של ∫

 ההתכנסות הנשלטת ולכן נובע כי 

lim lim 0n nf f f f− = − =∫  . מש"ל. ∫

 


