
  :5פיתרונות לתרגיל  מספר 

        ::::1111תשובה תשובה תשובה תשובה 

�: נשים לב ש   .א = 〈5〉 = �0,5,10,15

�ℤ�מאחר ש .  	, קומוטטיבית  �+
  .H, 1+H, 2+H, 3+H, 4+H:  המחלקות הימניות והשמאליות זהות והן 

�: נשים לב ש   .ב = 〈8〉 = �8�: � ∈ ℤ
,2ℤ�מאחר ש .   קומוטטיבית המחלקות  �+
  .H, 2+H, 4+H, 6+H:  הימניות והשמאליות זהות והן 

G  .ג = ����, ∙�  ,H = 〈10〉 = �1,10
קומוטטיבית המחלקות הימניות  �מאחר ש . 
 :  והשמאליות זהות והן 

1 ∙ � = �1,10


4

G  .ד = �ℝ∗, ∙�  ,H = ℝ� = �� ∈ ℝ∗ ∶ � > 0
קומוטטיבית המחלקות  �מאחר ש . 
 :  הימניות והשמאליות זהות והן 

"אם  ∈ ℝ�"דהיינו    > �"אזי  0 = "ואם  � <   אזי 0
"� = �"� ∶ � > 0
 = �$ ∶ $ < 0
 = ℝ% מחלקות שמאליות  2כ ישנן "לכן סה

  )וימניות(
G  .ה = �ℝ × ℝ	, +	�  ,� = ℤ × ℤ . קומוטטיבית המחלקות הימניות  �מאחר ש

 :  והשמאליות זהות והן 

ℤמחלקה שמאלית של  × ℤ ב - ℝ × ℝ  היא מהצורה�", '� + ℤ × ℤ             באשר
�", '� ∈ ℝ × ℝ .  שתי מחלקות�", '� + ℤ × ℤ ו-  �(, )� + ℤ × ℤ  הן שוות אם

,"�ורק אם  '� − �(, )� ∈ ℤ × ℤ  דהיינו�" − (, ' − )� ∈ ℤ × ℤא"ז" − (, ' −

) ∈ ℤ . מכאן נסיק שהמחלקות השונות הן��", '� + ℤ × ℤ ∶ 0 ≤ ", ' < 1
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H: טענה G<  1אם ורק אםghg H h H g G− ∈ ∀ ∈ ∀ ∈  

  :הוכחה

Hאם  G<  אזי לפי ההגדרהgH Hg=  לכלg G∈  1ולכןgHg H− gלכל = G∈  ומכאן ש
1ghg H− gלכל  ∋ G∈  ולכלh H∈ .  

1ghgנניח  H h H g G− ∈ ∀ ∈ ∀ 1gHgאזי  ∋ H− gלכל ⊇ G∈  ומכאן נובע ש

gH Hg⊆  ,   וכן ש( )1 1 1H g gHg g g Hg− − −= gלכל (*) ⊇ G∈ ,בכל לכן מאחר ומדובר

g G∈  1(*) ניתן לרשם במקוםH gHg gלכל  ⊇− G∈  ,א  ש "זHg gH⊆  . משתי ההכלות

gHנקבל ש   Hg=  לכלg G∈.  
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1נורמלית לכן  1H: הוכחה. הטענה נכונה  .א 2 2 1H H H H= . לפי משפט שהוכח בהרצאה

1ח "בהינתן ת( 2,H H , 1הקבוצה 2H H 1ם "ח אמ"היא ת 2 2 1H H H H= ( 1נקבל כי 2H H
 .חבורה- אכן תת

1  .ב 2H H אם : אפשר לקחת דוגמא טריוויאלית. לא בהכרח נורמלית( , , )G e⋅  היא חבורה לא

nGלמשל (חבורה לא נורמלית -אבלית שיש לה תת S=  2עבורn 1נקח , )< { }H e= 

למשל ( Gנורמלית כלשהי של -חבורה לא- תת 2H- ו) נורמלית 1Hברור כי (

2 (12)H = < 1אז ). < 2 2H H H= חבורה לא נורמלית- היא תת.  

ח הנורמלית   "עם הת 9Dאפשר למשל להסתכל על , אם רוצים דוגמא לא טריוואלית(
2ח "והת { , }H id τ= 3מכפלתם היא .   6{ , , , , , }id σ σ τ τ τσ3 6    σ והיא לא נורמלית  

3 6
1 { , , }H id σ σ= 1-נורמלית ו 1Hהעובדות כי .    2H H  לא נורמלית נובעות ישירות

ח הציקליות "הן בדיוק הת: זוגי-אי nעבור  nDהחבורות הנורמליות של - מהאפיון של תת

mעבור  mσי "הנוצרות ע n< :3
1H σ= < 1-וברור ש, ולכן נורמלית < 2H H  לא נוצרת

 .)לכן לא נורמלית, σי שום חזקה של "ע

1נתון : הוכחה. הטענה נכונה  .ג 2,H G H G < 1צריך למצוא כי , > 2H H G< . שים לב כי

1' לפי סעיף א 2H H G≤ 1-ולכן נשאר רק להראות ש 2H H 1יהיו . נורמלית 2h H H∈ ,

g G∈ .1ל כי "צ
1 2ghg H H− 1-כיוון ש. ∋ 2h H H∈  1קיימים 1 2 2,h H h H∈ - כך ש ∋ 

1 2h h h= .1- כיוון שH  1נורמלית נקבל
1 1gh g H− נורמלית נקבל  2H-וכיוון ש ∋

1
2 2gh g H− 1לכן . ∋ 1 1

1 2 1 2 1 2( )( )gh g gh g gh h g h H H− − −= =  .כפי שרצינו להראות ∋

1נתון : הוכחה. הטענה נכונה  .ד 2,H G H G < 1צריך למצוא כי , > 2H H G∩ אנחנו . >

1כלומר , ח"ח הוא ת"כבר יודעים שחיתוך של ת 2H H G∩ ונשאר רק למצוא כי  ≥

1 2H H∩ 1יהיו . נורמלית 2h H H∈ ∩ ,g G∈ .1ל כי "צ
1 2ghg H H− ∈ ∩ .

1 2h H H∈ 1hלכן  ∩ H∈ 1-וכיוון שH  1נורמלית נקבל
1ghg H− באותו האופן . ∋

1נקבל  2Hמהנורמליות של 
2ghg H− 1כ "לכן סה. ∋

1 2ghg H H− ∈  .כדרוש ∩
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1ijk-נתחיל מ. נקח דוגמא: כדי להשלים את לוח הכפל, ראשית = . i-ונכפול משמאל ב −

2iנקבל  jk i= 2-וכיוון ש − 1i = jkקיבלנו  − i− = jkכלומר  − i= . באופן דומה אפשר

  :לוח הכפל המתקבל הוא. למצוא את שאר המכפלות

−

  :כעת לפתרון השאלה עצמה

,�±1:  4חבורות מסדר -תת 3יש  8,-ב: ב+א ±i
,�±1,  .	ידי -ח ציקלית נוצרת על"ת   ±j
  
,j ,�±1ידי -ח ציקלית נוצרת על"ת ±�
  .�ידי - ח ציקלית נוצרת על"ת  

:8,/: ת מהן הואהאינדקס של כל אח H0 =
8

4
= לפי (ולכן כל אחת מהן היא נורמלית  2

  .)היא נורמלית 2ח בעלת אינדקס "הטענה שכל ת

ח זו היא גם המרכז של חבורת הקואטרניונים כיוון "ת. {1-,1}: 2ח אחת מסדר "יש ת
  :-1,1שמתקיים רק עבור 

1 ∙ � = � ∙ 1 = �			, −1 ∙ � = � ∙ �−1� = �לכל  �− ∈   .ולכן נורמלית, 8,

  .החבורות הטריוויאלית שהן תמיד נורמליות-כמובן שיש גם את שתי תת

Q -חבורות ב-למה אין עוד תת
8

 ?  

|8,|- וכיוון ש, ח מחלק את סדר החבורה"סדר כל ת' לפי משפט לגרנז = ח של "כל ת 8
זה נכון לכל (היחידה  ח"הת {1}ברור כי  1מסדר . 4או  1,2חבורת הקואטרניונים היא מסדר  

ולכן השני חייב להיות איבר  1 -האיבר האחד הוא הניטרלי  2ח מסדר "בת - 2מסדר ). חבורה
 2ח מסדר "בחבורת הקווארטריונים לכן אין עוד ת 2הוא האיבר היחיד מסדר ) -1( -ו 2מסדר 

אז ).  kאו  j ובאופן סימטרי זה יהיה נכון גם אם נקח את( .ניקח למשל את  - 4מסדר . 8,- ב
ח זו מכילה את  "לכן ת, כדי שתהיה סגירות לפעולה .ח זו חייבת להכיל את כל חזקות "ת

�±1, ±i
ח ממש גדולה "אין ת' אבל לפי לגרנז, 4ח היא לפחות מסדר "זאת אומרת שהת
  .יותר שמכילה אותה
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  :סעיף א

{ },H e b=   , { }2,K e a=  

Hאם ' לפי משפט לגרנז G≤  אז[ ]:
G

G H
H

=:  

]במקרה שלנו  ]
8

: 4
2

G
G H

H
= = ] -ו            = ]

8
: 4

2

G
G K

K
= = =.  

  :סעיף ב

(I  המחלקות השמאליות שלH ב-G הן:  

{ } { } { } { }2 2 2 3 3 3, , , , , , ,H e b a H a ab a H a a b a H a a b= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

H אינה נורמלית ב-G כי:  

{ } { } { }3, , ,a ab a H H a a ba a a b= ⋅ ≠ ⋅ = = . 

  

II ( המחלקות השמאליות שלK ב-Gהן:  

{ } { } { } { }2 3 2 3, , , , , , ,K e a a K a a b K b ba ba K ba ba= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

 Kולכן ) K- של אותו איבר ביחס ל(ניתן לבדוק שכל המחלקות הימניות שוות לשמאליות 
  .נורמלית

g,לכל : אנחנו נבדוק את התנאי לנורמליות G k K∈ 1gkgמתקיים ∋ K− ∈.  

eעבור  K∈  התנאי מתקיים לכלg G∈)1geg e K− = ∈(  

2a-נראה שהתנאי מתקיים ל K∈ ולכלg G∈.  

ng -ניתן להציג כ Gאת כל אברי  a=  אוng ba=  0,1עבור, 2,3n =  

ngכאשר  a=ברור שהתנאי מתקיים.  

ngכאשר  ba=1 -מקבלים ש 2 1 2 1 2 2( ) ( )n n n ngkg ba a ba ba a a b ba b a K− − − −= = = = ∈  

  .G- נורמלית ב K-ולכן התנאי מתקיים ו
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n, ראשית(
n

G G=U יהיו . נבדוק למשל סגירות: חבורה,a b G∈ .a G∈  לכן קיים

n ∈ כך ש-na G∈ . כמו כןb G∈  לכן קייםm ∈ כך ש-mb G∈ . עבור

max( , )s n m=  נקבל כי, sa b G∈ ,וכיוון ש-sG  חבורה מתקיימת בה סגירות

sabכלומר  G∈  לכןab G∈ . באופן דומה מוכיחים את שאר התכונות של

  .)חבורה

  

ח נורמליות "פשוטה כלומר שאין לה ת Gצריך להראות כי : כעת לשאלה עצמה
Nתהי . לא טריוואליות G< , נראה כיN מתקיים , ראשית. טריוואלית

n nN G G∩ nלכל  > ∈ ) לפי כך שאםG חבורה ,H ח של "תG ,ו -N ח "ת

Nאז , Gנורמלית של  H∩ ח נורמלית של "תH .(כיוון ש-nG עבור , פשוטות

}האופציות היחידות הן  nכל  }nN G e∩ nאו  = nN G G∩ =.  

  :מקרים 2- נחלק ל

iקיים ) 1 ∈  עבורוi iN G G∩ . להיות המינימאלי המקיים זאת iנבחר את . =

kכלומר לכל  i<  מתקיים{ }iN G e∩ kולכל , = i≥  מתקייםkN G≤ )הסבר :

i iN G G∩ iNלכן  = G≤ . כמו כןi kG G≤  לכלk i>  ולכןkN G≤ .(אז קיבלנו:  

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) { }
i

n n k k k k
n n k k i k i k i

N N G N G N G N G N G e G G G
− ∞ ∞ ∞

= = = =

= ∩ = ∩ = ∩ = ∩ ∪ ∩ = ∪ = =U U U U U U

  

Nכלומר  G= היא טריוואלית.  

iלא קיים ) 2 ∈  עבורוi iN G G∩ }כלומר , = }iN G e∩ iלכל  = ∈ . אבל אז

( ) ( ) { } { }n n
n n n

N N G N G N G e e= ∩ = ∩ = ∩ = =U U U  כלומר{ }N e=  היא

  .טריוואלית
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