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   מבוא להסתברות וסטטיסטיקה– 3תרגול כיתה 
   משתנים מקריים, הסתברות אלמנטרית על קבוצות, הכלה וההדחה

 פמן'ליאור דקל ואדם צ: מתרגלים
  

   ההסתברותיתנוסחת ההכלה וההדחה
1יהיו  2, ,..., nA A Aאזי, מאורעות:  
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  1שאלה 

)טבעי מהטווח  מגרילים מספר ) [ ]1,2,...,30k k∈ℕ .5 או 3 או 2 -מה ההסתברות שאינו מתחלק ב?  

  :פתרון
)המאורע המבוקש  ) ( )2 3 51 1P E P E E E− = − ∪ ∪  

)" i -  המוגרל מתחלק בהמספר "–iEכאשר המאורע )2,3,5i =.  

 ההסתברות –) 3- ו2-  מתחלק ב6למשל (מתחלק ביותר מגורם אחד ' מס, כיוון שעלולה להיות חפיפהמ
  : נוסחת ההכלה וההדחההמבוקשת מתקבלת בעזרת

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 5 2 3 5

2 3 2 5 3 5 2 3 5

P E E E P E P E P E

P E E P E E P E E P E E E

= + +  

− − − +  

∪ ∪

∩ ∩ ∩ ∩ ∩
 

  :א מהמרכיבים שלעיל"נחשב כ

2 3 5 2 3 2 5 3 515 , 10 , 6 5 , 3 , 2E k E k E k E E k E E k E E k= = = = = =∩ ∩ ∩  

2 3 5E E E k=∩ ∩  

  תלכן ההסתברות המבוקש

( ) [ ] [ ]( )2 3 5

1 22 8
1 1 15 10 6 5 3 2 1

30 30 30
P E E E k k k k k k k

k
− = − + + − − − + = − =∪ ∪  

  
  
  

  מאורעות/ קבוצותאלגברה של
A – איחודפעולת ה B∪, באו קבוצת כל האיברים המופיעים -A באו -Bאו בשתיהן .  
A – חיתוךפעולת ה B∩ בגם קבוצת כל האיברים המופיעים -A בוגם -B.  
  .A- אבל לא בΩ - קבוצת כל האיברים המופיעים ב, )ACאו  (A –  המשלים

Ω –הקבוצה הריקה– ∅.  הקבוצה האוניברסלית .  
  

) :מורגן- כללי דה ) ( )1 . A B A B 2 . A B A B∩ = ∪ ∪ = ∩.  

)()()()(: איחוד מאורעותהסתברות חוק  BAPBPAPBAP ∩−+=∪  
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  2שאלה 
): הוכח). א ) ( ) ( )CP E F P E P E F∩ = − ∩  

: הוכח). ב

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )CP A B C P B P C P A B P A C P B C P A B C ∩ ∪ = + − ∩ + ∩ + ∩ + ∩ ∩   

)  :נתון). ג ) 0, ( ) ( ) , ( ) 4 , ( ) 2C CP A B C P A B P A C P A P Bα α α∩ ∩ = ∩ = ∩ = = = .  

): חשב )C CP A B C ∩ ∪   

  
  ) לפתרוןאפשר למצוא גם דרכים אחרות' בסעיף ג(:פתרון

  .)א

( ) ( ) ( )CP E F P E P E F∩ = − ∩  

)תמיד מתקיים  ) ( )CE E F E F= ∩ ∪ ∩  

  לכן
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  תוחלת ושונות, ידיםמשתנים מקריים בד
  

X: פונקציה ממרחב המדגם לישר הממשי: X )מ"מ(ממשי  משתנה מקרי Ω → ℝ.  
  

   של משתנה מקריתוחלת
( ) ( )

k

E X k P X k= ⋅ =∑  

):טרנספורמציה לינארית ) ( )E aX b aE X b+ = +  

) כאשר )g Xההתוחלת של, מ" פונקציה של מ :[ ( )] ( ) ( )
k

E g X g k P X k= ⋅ =∑ 

 שונות של משתנה מקרי

[ ]22 2( ) {( [ ]) } ( ) ( )Var X E X E X E X E X= − = −  

)2 :טרנספורמציה לינארית ) ( )Var aX b a Var X+ = ⋅  
  
  
  

 3שאלה 
  .{1,1,2,3} מסומנים המספרים סביבוןעל הפאות של כל . סביבונים זהים 2 סובביםמ

  .X התפלגותאת  מצא. סיבוביםה 2 סכום = X שתנה מקרינגדיר מ  .א
  .Xחשב את התוחלת והשונות של    .ב
4: נגדיר משתנה חדש  .ג 17Y X=   .Yמצא את התוחלת והשונות של . −

): נגדיר משתנה חדש נוסף  .ד )2
5Z X=   . וחשב את השונות שלוZמצא את התפלגות  . −

  :פתרון
  :לה הבאהההסתברויות נתונות בטב ו2,3,4,5,6 - הםXהערכים האפשריים של ). א

{(3,3)}  {(2,3),(3,2)}  {(1,3),(2,2),(3,1)} {(1,2),(2,1)} {(1,1)}  { }ω 

6  5  4  3  2  X  
1/16  1/8  5/16  1/4 1/4 P(X=k) 

  
  :חישוב התאים

( 1) (1) (1) 1 2 1 2 1 4P X P P= = ⋅ = ⋅ =  

( 3) (1) (2) (2) (1) 2 1 2 1 4 1 4P X P P P P= = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ =  

( ) ( ) ( )( 4) (1) (3) (2) (2) (3) (1) 1 2 1 4 1 4 1 4 1 4 1 2 5 16P X P P P P P P= = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ =
( 5) (2) (3) (3) (2) 2 1 4 1 4 1 8P X P P P P= = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ =

( 6) (3) (3) 1 4 1 4 1 16P X P P= = ⋅ = ⋅ =  
  . )1נשים לב שסכום התאים הוא (
  
  :Xהתוחלת של ). ב

( ) ( ) 2 1 4 3 1 4 4 5 16 5 1 8 6 1 16 3.5
k

E X k P X k= ⋅ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑ 

]: X של שונותהעבודה לנוסחת  ]22( ) ( ) ( )Var X E X E X= −  

 -חישוב עזר
2 2 2 2 2 2( ) ( ) 2 1 4 3 1 4 4 5 16 5 1 8 6 1 16 13.625

k

E X k P X k= ⋅ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑  

]: והשונות ]22 2( ) ( ) ( ) 13.625 3.5 1.375Var X E X E X= − = − =  
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  ןלכ, Xמ " הוא טרנספורמציה לינארית של המYמ "המ). ג

( ) ( ) ( )4 5 4 5 4 3.5 17 3E Y E X E X= + = ⋅ + = ⋅ − = −  

( ) ( ) ( )24 5 4 16 1.375 22= + = ⋅ = ⋅ =V Y V X V X  

  
  ):בהתייחס לטבלה המקורית (Zנבנה את טבלת ההתפלגות של המשתנה ). ד

6  5  4  3  2  X  
1/16  1/8  5/16  1/4 1/4  P(X=k) 

1  0  1  4 9  Z = (X – 5)2 

  
  :כלומר טבלת ההתפלגות שלו, Z = {0,1,4,9}:  ערכים4 מקבל רק Z -נשים לב ש

9  4  1  0  Z  
1/4 1/4  6/16 1/8 Z = (X – 5)2 

 
Z :2נוסחת השונות של  2( ) ( ) ( )Var Z E Z E Z=   א מהמרכיבים"נחשב כ  .−

( )( ) ( ) 9 1 4 4 1 4 1 5 16 1 16 0 1 8 3.625
k

E Z k P X Z= ⋅ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =∑  

( )2 2 2 2 2 2( ) ( ) 9 1 4 4 1 4 1 5 16 1 16 0 1 8 24.625
k

E Z k P X Z= ⋅ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =∑  

]:  המבוקשת והשונות ]22 2( ) ( ) ( ) 24.625 3.625 17.734Var Z E Z E Z= − = − =  

  
  4שאלה 

,2,1,0... בהסתברות  0,1,2... מקבל את הערכים Xמשתנה מקרי 
3

)( === i
C

iXP
i

  

  .Cמצא את הערך של הקבוע   .א
 .Xאת התוחלת של   .ב
 X < 5 - את ההסתברות ש  .ג
 . לא זוגיX-את ההסתברות ש  .ד
  :פתרון

ל "הסתברות צ' מכיוון שנתונה פונ).  א
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P X i
∞
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 לכן
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  :5- ערכים הגדולים מלההסתברות ). ג
0 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1
( 5) 1 ( 5) 1 2 / 3 0.00137

3 3 3 3 3 3
P X P

            > = − ≤ = − ⋅ + + + + + =                         
  
  :ערכים אי זוגייםלהסתברות ). ד

2
0 0 0

( ) 1 ( )

1 1
1 ( 2 ) 1 2 / 3 1 2 / 3

3 9

1
1 2 / 3 1 3 / 4 1 / 4

1 1/ 9

k

k
k k k

P X odd P X even

P X k
∞ ∞ ∞

= = =

= −

 = − = = − ⋅ = − ⋅  
 

 = − ⋅ = − = − 

∑ ∑ ∑  

  
  

  5שאלה 
  ,0מספר העל שלושה רשום : ח" עם סכומי זכייה בש נמצאים שישה תלושי הגרלהשקב

  .40' מסה ועל אחד 20' מסהעל שניים 
 הוא זוכהוהשק עליו למשוך שני תלושים מ.  על מנת להשתתף בהגרלהח" ש20 לםשנדרש למהמר 

  : אתחשב.  ששלףשל שני המספריםהחשבוני סכום אשר שווה לממוצע ב
 .ההתפלגות הסכום שהמהמר מקבל  .א
  . של המהמרשונות הרווחאת תוחלת הרווח ו  .ב

  
   :פתרון

=−20:כאשר.  הרווח שלו– Y. הסכום שהמהמר מקבלאת  – X :מ"גדיר שני מנ XY.  
  
  נבנה את טבלת ההתפלגות). א
} המקרה  הסתברותה }ω   הסכום המתקבל)X = (הממוצע  

15/3
2

6

2
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0,0  0  

15/6
2

6

1
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1

2
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0,20  10  

15/4
2

6

1

1

1

3

2

6

2

2
=
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  20  40,0 או 20,20

15/2
2

6

1

2

1

1
=
























  

40,20  30  

  
  התוחלת והשונות). ב

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]22 2 2 2 2

( ) 0 3 /15 10 6 /15 20 4 /15 30 2 /15 40 / 3

( ) ( 20) ( ) 20 20 / 3

( ) ( 20) ( )

( ) ( ) ( ) 0 3 /15 10 6 /15 20 4 /15 30 2 /15 40 / 3

800 / 9

E X

E Y E X E X

Var Y Var X Var X

Var x E x E X

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
= − = − = −

= − =

= − = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ −
=
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  6שאלה 
מוציאים מהכד כדורים בזה אחר זה ללא  .מהם שלושה אדומים וחמישה כחולים, כד מכיל שמונה כדורים

  .ל ראשוןעד הוצאת כדור כחוהאדומים שהוצאו הכדורים ' מס הסופר את X מ" נגדיר מ.החזרה
  . המצטברת שלוההתפלגות' את פונו Xההסתברות של ' מצא את פונ

  :פתרון
  : להסתברות ולהתפלגות המצטברתטבלת ההתפלגות המבוקשת

3  2  1  0  X  
               

3 2 1 1

8 7 6 56
⋅ ⋅ =  

3 2 5 5

8 7 6 56
⋅ ⋅ =  

3 5 15

8 7 56
⋅ =  

5

8
  

P(X) 

1  55

56
  

50

56
  

5

8
  

F(X) 

  
  ):י קומבינטוריקה אבל יותר מסורבל"אפשר גם ע(חישוב התאים נעשה בעזרת הסתברויות מותנות 

j,נסמן  jR B וצאה הבה) אדום(יצא כדור כחול "את המאורעות-j "  

( ) ( )10 5 8P X P B= = =  

( ) ( ) ( )1 2 11 | 3 8 5 7 15 56P X P R P B R= = = ⋅ =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 22 | | 3 8 3 7 5 6 5 56P X P R P R R P B R= = = ⋅ ⋅ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 4 33 | | 4 | 3 8 2 7 1 6 5 5 1 56P X P R P R R P R R P R= = = ⋅ ⋅ ⋅ =  

  
  7שאלה 

  : תפלג כדלקמן מXמשתנה מקרי 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 , 0 , 1a b c P X c P X b P X a≠ ≠ ≠ = = = = = − =  

 .a, b, c מצא את , 0.5-אם התוחלת והשונות שוות ל  .א
):הוכח   .ב ) 1V X  ).'אין קשר לסעיף א (≥

  
  :פתרון

  נמצא ביטויים לתוחלת ולשונות). א

( )
1

1

( ) ( ) 1 0 1
i

E X i p X i a c c a
=−

= ⋅ = = − + + = −∑  

[ ]

2 2 2

22 2

( ) ( 1) 0 1

( ) ( ) ( ) ( )

E X a c a c

V X E X E X a c c a

= − + + = +

⇒ = − = + − −
  

  
  :את מערכת המשוואות הבאהמהנתון על שוויון התוחלת ושהונות נרכיב 

( )2

1 2 1 2

3 41 2

5 1
,

8 8

c a c a

a ca c c a

c a

− = − =
⇒  + =+ − − = 

⇒ = =

 

  )1סכום ההסתברויות הוא  (bלבסוף נמצא את 
1 1 4a b c b+ + = ⇒ =  

  
  'נשתמש בביטוי הפרמטרי שמצאנו בסעיף א ).ב

2( ) ( ) 1 1V X a c c a a c b≤ + − − ≤ + = − ≤  
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  8שאלה 
  .בכל סעיף התיבה מלאה בהתחלה. 20 - ל1אחר בין ' על כל פתק רשום מס.  פתקים20בתיבה מפוזרים 

 שהוצאו עד הוצאת הפתק הפתקים'  מס– Xמ "נגדיר מ. ללא החזרהמוציאים פתקים בזה אחר זה   .א
 .Xחשב את התפלגות . 7עם 

, k- נשלף בהוצאה ה7 הפתק עם – Yמ "נגדיר מ.  החזרהעםמוציאים פתקים בזה אחר זה   .ב
1,...,20k   .Yחשב את התפלגות ).  ההוצאות האחרותk-1לא נאמר דבר לגבי : שים לב(=

 .nם בתיבה הוא כ מספר הפתקי" כאשר סהYמצא ביטוי לתוחלת של 
. לפני ההחזרה רושמים את מספרו של כל פתק שהוצא. עם החזרהמוציאים פתקים בזה אחר זה   .ג

. כ" פתקים סה3 ללא שארית שנרשמו בהוצאת 5-הפתקים המתחלקים ב'  מס– Zמ "נגדיר מ
 .Zחשב את התפלגות 

  
  :פתרון

  :Xהתפלגות ). א
P(X = 1) = P( 7בהוצאה ראשונה  ) = 1/20 

P(X = 2) = P( 7בהוצאה ראשונה לא  )P( 7בהוצאה שנייה |7בהוצאה ראשונה לא  ) = 
19 1 1

20 19 20
⋅ =  

P(X = 3) = 
19 18 1 1

20 19 18 20
⋅ ⋅ =  

): ניתן לראות את מהתבנית כי ההתפלגות ) 1
1,2,...,20

20
P X k k= = =  

  
  לכן) סימטרי /תברות אחידמרחב הס(לכל פתק אותה הסתברות להוצאה בכל שליפה : Yהתפלגות ). ב

( ) 1
1,2,...,20
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