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 משוואות בסל

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝜈2)𝑦 = 0 

 𝐽𝜈פתרונות המשוואה הם פונקציות בסל 

 .היא נקודה סינגולרית רגולרית( 0) 0אנחנו נפתור בעזרת שיטת פרובניוס בסביבה של 

𝑦(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛+𝛼

∞

𝑛=0

 

𝑦(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛+𝛼

∞

𝑛=0

𝑥𝑦′(𝑥) = ∑(𝑛 + 𝛼)𝑎𝑛𝑥
𝑛+𝛼

∞

𝑛=0

𝑥2𝑦′′(𝑥) = ∑(𝑛 + 𝛼)(𝑛 + 𝛼 − 1)𝑎𝑛𝑥
𝑛+𝛼

∞

𝑛=0

⟹ (𝑥2 − 𝜈2)𝑦(𝑥) = −𝜈2𝑎0𝑥
𝛼 − 𝜈2𝑎1𝑥

𝛼+1 +∑(𝑎𝑛−2 − 𝜈
2𝑎𝑛)𝑥

𝑛+𝛼

∞

𝑛=2

∑

∞

𝑛=0

∑

∞

𝑛=0

  

 :𝑥𝛼מקדם של משוואת האינדקס נובעת מה

(𝑎0 ≠ 0) 

𝛼(𝛼 − 1)𝑎0 + 𝛼𝑎0 − 𝜈
2𝑎0 = 0 

𝛼2 − 𝜈2 = 0 

𝛼 = ±𝜈 

𝛼 = 𝜈: 

 :בלנק 𝑥𝛼+1עבור 

[(1 + 𝛼)𝛼 + (1 + 𝛼) − 𝜈2]𝑎1 = 0

[(1 + 𝛼)2 − 𝜈2]𝑎1⏟            
לא יכול להתאפס

α2=𝜈2−בגלל ש 
𝛼≥0

= 0
 

𝑛) עכשיו לרקורסיה הכללית ≥ 2, 𝑥𝑛+𝛼): 

(𝑛 + 𝛼)(𝑛 + 𝛼 − 1)𝑎𝑛 + (𝑛 + 𝛼)𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−2 − 𝜈
2𝑎𝑛 = 0

[(𝑛 + 𝛼)2 − 𝜈2]𝑎𝑛 = −𝑎𝑛−2
 

 

𝑎𝑛 = −
𝑎𝑛−2

(𝑛 + 𝜈)2 − 𝜈2

𝑎𝑛 = −
𝑎𝑛−2

𝑛(𝑛 + 2𝜈)
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𝑎2𝑛
+ =

(−1)𝑛𝑎0
2 ⋅ (2 + 2𝜈) ⋅ 4 ⋅ (4 + 2𝜈)⋯

𝑎2𝑛 𝑎2𝑛 𝑎2𝑛

𝑎2𝑛
+ =

(−1)𝑛𝑎0
22𝑛 ⋅ 𝑛! ⋅ (1 + 𝜈)⋯ (𝑛 + 𝜈)

 

 

𝛼 = −𝜈 

–כמו בפתרון הראשון, רק ) 𝜈  במקום𝜈) 

𝑎2𝑛
− =

(−1)𝑛𝑎0
22𝑛 ⋅ 𝑛! ⋅ (−𝜈 + 1)⋯ (−𝜈 + 𝑛)

 

 

 ?האם הפתרונות האלו בלתי תלויים לינארית

𝜈לב, כאשר  נשים ∉
1

2
ℤ ההפרש בין ,𝜈  לבין– 𝜈 .אינו שלם ושני הפתרונות בלתי תלויים לינארית 

 :נרצה לדעת גם האם הפתרונות בלתי תלויים לינארית כאשר

 𝜈 ∈
1

2
+ ℤ – ל."העובדה שהטורים יושבים רק במקדמים זוגיים אומר שאלו פתרונות בת 

 𝜈 ∈ ℤ –  שני הפתרונות מתלכדים𝐽𝑛. 

איחוד של הקבוצות האלו הוא )
1

2
ℤ) 

 דוגמה

𝜈 =
1

2
 

 :נקבל

𝑎2𝑛
+ =

(−1)𝑛𝑎0
(2𝑛 + 1)!

, 𝑎2𝑛
− =

(−1)𝑛𝑎0
(2𝑛)!

 

𝑦1(𝑥) = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+

1
2

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

=
1

√𝑥
sin 𝑥

𝑦2(𝑥) = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛−

1
2

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

=
1

√𝑥
cos 𝑥

  

 :וסך הכל נקבל שהפתרון הכללי הוא

𝑦(𝑥) =
1

√𝑥
(𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥) 
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 הערה

𝜈לגבי  ∈ ℤ - סףנצטרך פתרון נו: 

  סדר בעזרת הורדת  – "טובה"דרך𝐽𝑛. 

  הפונקציות  – "תמעניינ"דרך𝐽𝜈  רציפות וגזירות ביחס ל– 𝜈 עבור .𝜈 ≈ 𝑛 הפתרון הכללי ,

𝑦 :למשוואת בסל הוא = 𝐶1 𝐽𝜈(𝑥) + 𝐶2 𝐽−𝜈(𝑥)  ואנחנו יודעים ש– 𝐽−𝑛 = (−1)
𝑛𝐽𝑛. 

 :ניקחאז 

𝑌𝜈(𝑥) =
𝐽𝜈(𝑥) cos 𝜋𝜈 − 𝐽−𝜈(𝑥)

sin 𝜋𝜈
 

 

lim
𝜈→𝑛∈ℤ

𝑌𝜈 − 
פתרון למשוואה שאינו

𝐽𝑛 − תלוי לינארית ב
 

 

𝑌𝑛 פונקציית נוימן" או "פונקציית בסל מהסוג השני"קרא נ". 

 :ומחשבים לפי לופיטל 𝑥מקבעים את 

lim
𝜈→𝑛

𝐽𝜈(𝑥) cos 𝜋𝜈 − 𝐽−𝜈(𝑥)

sin 𝜋𝜈
 =
𝐿′ℎ𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙

(
0
0
) −𝐽𝜈(𝑥) ⋅ 𝜋 sin 𝜋𝜈 +

𝜕
𝜕𝜈
𝐽𝜈(𝑥) ⋅ cos 𝜋𝜈 −

𝜕
𝜕𝜈
𝐽−𝜈(𝑥)

𝜋 cos𝜋𝜈
= 

lim
𝜈→𝑛

𝐽𝜈(𝑥) cos 𝜋𝜈 − 𝐽−𝜈(𝑥)

sin 𝜋𝜈
 =
𝐿′ℎ𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙

(
0
0
) (−1)𝑛

𝜋
 ((−1)𝑛

𝜕

𝜕𝜈
𝐽𝜈(𝑥) −

𝜕

𝜕𝜈
𝐽−𝜈(𝑥))

𝜈=𝑛

  

 :למשוואת בסל המקוריתנחזור 

𝑥2𝐽𝜈
′′ + 𝑥𝐽𝜈

′ + (𝑥2 − 𝜈2)𝐽𝜈 = 0 

 :ונקבל 𝜈נגזור את המשוואה לפי 

𝑥2
𝜕

𝜕𝜈
𝐽𝜈
′′ + 𝑥

𝜕

𝜕𝜈
𝐽𝜈
′ + (𝑥2 − 𝜈2)

𝜕

𝜕𝜈
𝐽𝜈 − 2𝜈𝐽𝜈 = 0  

 

 :ולכן הצירוף הלינארי שלנו פותר את המשוואה המקורית עד כדי

2𝜈(𝐽𝜈 − (−1)
𝑛𝐽−𝜈) → 0 

 . 𝐽𝑛ל עם "פותר את המשוואה ובת 𝑌𝑛 :מסקנה

 

 


