
תזכורת

(F [x] ,Z)ראשי תחום ־ R

.Rn של מנה הוא סופית נוצר מודול כל •

וקטורים. n היותר לכל ידי על נוצר Rn של תת־מודול כל •

(A ∈Mn (R)) A ·Rn בצורה להציג אפשר ⇐
MA = Rn

/A·Rnל איזומורפי סופית נוצר מודול כל ⇐

.B = PAQש כך P,Q הפיכות מטריצות יש ⇔ A ∼ B •
MA
∼= MB ⇔ A ∼ B

קנונית למטריצה דומה מטריצה כל ראשית) R):משפט •d1 0
. . .

0 dn

 d1 | · · · | dn

הערה

⇐ MA⊕B ∼= MA ⊕MB

M
d1

. . .
dn


∼=
⊕

M(di) =
⊕

R/Rdi

משפט

ציקליים מודולים של ישר סכום הוא ראשי תחום מעל סופית נוצר מודול כל

Z/Zd = Zd

דוגמה

(R = Z) A =


1

6
0

0


MA = R/R·1︸ ︷︷ ︸

=0

⊕R/R·6︸ ︷︷ ︸
=Z/6Z

⊕R/R·0︸ ︷︷ ︸
=Z

⊕R/R·0︸ ︷︷ ︸
=Z
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מטריצות לגבי מסקנות

שדה. F ,R = F [x]

.T : V → V + F מעל מ״ו = F [x] מעל מודול תזכורת:

ציקלי? מודול מהו

M = R · w

M = V = F [x] · w = {f (x) · w|f ∈ F [x]} =

= {(f (T )) (w)} = span
{
w, Tw, T 2w, . . .

}

דוגמאות

T = 0

ש כך w ∈ V קיים ⇔ ציקלי V

V = span
{
w, Tw, T 2w, . . .

}
= span {w} = F · w

T = I אם כנ״ל

אז ,T

a
b
c

 =

c
a
b

 ,V = F3 אם

F ·

1
1
1

 הוא

1
1
1

 ידי על הנפרש הציקלי המודול תת •

.V כל הוא

1
0
0

 ידי על הנפרש הציקלי המודול תת •

דוגמה

(Tn = 0 (לכן T :

a1
...
an

 7→


0
a1
...

an−1

 ,V = Fn

?T של לפעולה הגדור מרחב תת ⇔ ?V של המודולים תת כל מהם
:n = 4 עבור
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0 ⊂


0
0
0
∗

 ⊂

0
0
∗
∗

 ⊂

0
∗
∗
∗

 ⊂ V =


∗
∗
∗
∗


מודולים. תת אלו כל

הוכחה

כך w ∈ U יש לכן .U ⊆ T iV ש כך מקסימלי i יש תת־מודול. U אחרים:יהי אין
.U = T iV תרגיל: .w /∈ T i+1V ש

הערה

בסיס לפי מייצגת מטריצה יש אופרטור לכל

B = {b1, . . . bn} A ∈Mn (F) T : V → V

A = [T ]B ⇔ ∀jT (bj) =
∑
i

Aijbi

דבר של בסופו

∀v [T (v)]B = [T ]B [v]B

w עבור V = F [x] · w = span
{
T iw

}
כלומר נתון. T : V → V ציקלי, מודול V יהי

קבוע.
f (T ) · w = 0 ,f לכל .T של המינימלי הפולינום g יהי

⇓

∀if (T )T iw = T if (T )w = 0

⇓

V על אופרטור בתור f (T ) = 0

⇓

g | f

V ∼= F[x]/{f |f(x)·w=0} = F[x]/F[x]−g
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1, x, . . . xn−1ב נתבונן .F[x]/F[x]·g במודול נתבונן .n ממעלה פולינום g יהי להיפך:
.g = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 נכתוב .F[x]/F[x]·gל בסיס זה .xi = xi +F [x] · g כאשר
היא המייצגת שהמטריצה ימין, באגף xב לכפל מתאים V על T האופרטור

[x]G =



0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · · · ·
...

0 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · · · · 1 an−1


= c (g)

.g של המלווה המטריצה נקראת c (g)

הוכחנו

.T (v) = c (g) · v הפעולה עם V = Fn למ״ו איזומורפי F[x]/F[x]·g הציקלי המודול

F [x] מעל V המודול את VT ב נסמן .T : V → V אופרטור עם סופי ממימד מ״ו V יהי
.f (x) · v = f (T ) v לפעולה ביחס

.x · v = Av בסקלר הכפל פעולת עם Fn המ״ו את Vnב נסמן A ∈Mn (F) אם
.VT
∼= V[T ] ־ למשל

מהצורה למודול איזומורפיזם VT ⇐ F [x] מעל גם ולכן F מעל סופית נוצר מודול הוא V
.F[x]n/

( )
F[x]n

משפט

אזי .A ∈Mn (F) תהי

VA
∼= F[x]n/(x · I −A)F [x]

n︸ ︷︷ ︸
k

(xV = Av לפעולה ביחס כמודול Fn ∼= VA)

הוכחה

את eiב נסמן .F [x] מעל חופשי כמודול F [x]
n של הסטנדרטי הבסיס וקטורי eiב נסמן

.F מעל כמ״ו Fn של הסטנדרטי הבסיס וקטורי
ϕ : ei 7→ ei לפי ϕ : F [x]

n → VA נגדיר

ϕ

g1 (x)
...

gn (x)

 = ϕ
(∑

gi (x) ei

)
gi(x)∈F[x]

=
∑

gi (x)ϕ (ei) =
∑

gi (x) ei =
∑

gi (A) ei ∈ Fn

נסמן .F [x]
n
=
∑

F [x] eiש לב שימו .VA
∼= F[x]n/kerϕ הראשון האיזומורפיזם משפט לפי

.xI −A של העמודות אלו .wj = xej −
∑

Aijei נסמן .V =
∑

Fei
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:wj ∈ kerϕש נוכיח

ϕ (wj) = xej −
∑

Aijei = Aej −
∑

Aijej = 0

.xlv ≤ K + V ⇐ x · V = K + V ⇐ xej = wj +
∑

aijei ∈ K + V ש ראינו

F [x]
n
=
∑

F [x] ei = F [x] · V ⊆ K + V

kerϕ ∩ v = 0 כמובן

kerϕ = kerϕ ∩ F [x]
n
= kerϕ ∩

(
V +K

)
=
(
kerϕ ∩ V

)
+K = 0 +K = K

⇓

F[x]n/K ∼= Va
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