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פתוחותקוטס-נוסחאות ניוטון
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משפטי עזר
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שגיאת שיטת טרפז

:מסקנה חשובה

1נוסחת טרפז מדויקת עבור כל פולינום ממעלה

.נציב בנוסחת השגיאה 2( )f x xאזי מתקיים( ) 2 2!f x  

ומנוסחת השגיאה

2
2

2
2

; , ( )( ) 0
2 2

h

a h

T
h

z x a ha

h h
E x a a h x a x a h dx z z dz



  


                 
 

זוגית' פונק

בקטע סימטרי

.נציב בנוסחת השגיאה, עתה ( )f x xאזי מתקיים( ) 0f x 

ומנוסחת השגיאה נקבל לכן כי  ; , 0TE x a a h 

'  אלכסנדרה אגרנוביץ'  דר: מאת . ו''תשע, אולן -אוניברסיטת בר



שגיאת סימפסון

נזכור כי נוסחת סימפסון מבוססת על אינטרפולציה ריבועית  הבנויה על 

בקטע הנקודות 

:ריבועיתבנוסחת השגיאה של אינטרפולציהלהשתמש , אם כן, נוכל

, , 2a a h a h  , 2a a h

   2

( )
( ) ( ) 2 , 2

3!

f
f x L x x a x a h x a h a a h





         

     
 

2 2

2

( )
(1) ( ) ( ) 2

3!

a h a h

S

a a
g x

f
E f x L x dx x a x a h x a h dx


 


        

2a a h  

חסם לשגיאה של נוסחת סימפסון: טענה 
5

(4) ( )
90

S

h
E f 

'  אלכסנדרה אגרנוביץ'  דר: מאת . ו''תשע, אולן -אוניברסיטת בר



המשך, שגיאת סימפסון
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שיטת גאוס לאינטגרציה  

Gaussian Quadrature

( )
b

a

I f x dx  של האינטגרל"  המחליף הנומרי"ראינו כי 

הוא מהצורה
1

( )
n

num
i i

i

I W f x




נדרוש שהאינטגרלים הבאים יחושבו בצורה מדויקת  

י בחירה חכמה של נקודות  ''אפשר להגדיל דיוק החישוב ע 
1,..,i i m

x


iWומשקלים 

, כלומר

1

n
k

num i i k

i

I W x A I


  

1
1







b k k
k

k

a

b a
x dx A

k

'  אלכסנדרה אגרנוביץ'  דר: מאת . ו''תשע, אולן -אוניברסיטת בר
21



Wiו המשקלים xiהנקודות  :  נעלמים n2ישנם •
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המשקלים ואת הנקודות שיתקבלו מהפתרון מהווים טבלה הניתנת לשימוש•

:לצורך אינטגרציה נומרית לפי הנוסחה
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:מבצעים שינוי משתנה[ a,b]במידה וצריך לחשב אינטגרל בקטע כלשהו •
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 n=2מקרה של :נדר 'לז-שיטת גאוס 
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: פתרון המערכת 
1 2 2 1

3 3
1, ,

3 3
W W x x    

נוסחת אינטגרציה , מכאן
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.נקודתית-נדר דו'לז-נוסחת גאוסהיא נקראת 
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Points Weighting
Factors

Function
Arguments

2 c1 = 1.000000000
c2 = 1.000000000

x1 = -0.577350269
x2 =  0.577350269

3 c1 = 0.555555556
c2 = 0.888888889
c3 = 0.555555556

x1 = -0.774596669
x2 =  0.000000000
x3 =  0.774596669

4 c1 = 0.347854845
c2 = 0.652145155
c3 = 0.652145155
c4 = 0.347854845

x1 = -0.861136312
x2 = -0.339981044

x3 = 0.339981044
x4 = 0.861136312

5 c1 = 0.236926885
c2 = 0.478628670
c3 = 0.568888889
c4 = 0.478628670
c5 = 0.236926885

x1 = -0.906179846
x2 = -0.538469310
x3 =  0.000000000
x4 =  0.538469310
x5 =  0.906179846

6 c1 = 0.171324492
c2 = 0.360761573
c3 = 0.467913935
c4 = 0.467913935
c5 = 0.360761573
c6 = 0.171324492

x1 = -0.932469514
x2 = -0.661209386
x3 = -0.2386191860
x4 =  0.2386191860
x5 =  0.661209386

x6 =  0.932469514

נדר'לז–טבלת הנקודות והמשקלים לשיטות גאוס 
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נקודתית -nנדר  'לז-שיטת גאוס 

2-נקודות הן סימטריות לגבי הראשית וסכום המשקלים תמיד שווה ל
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(דוגמה)נדר'לז-אינטגרציה לפי שיטת גאוס
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יתרונות וחסרונות של שיטת גאוס
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.nמזאת של שיטת סימפסון עם אותו 2דרגת הדיוק של שיטות גאוס גבוה כמעט פי •

אבל שיטת סימפסון מורכבת קלה יותר ליישום ממוחשב וגם מאפשרת חישוב•

מדויק ויעיל

:היתרון של שיטות גאוס בא לידי ביטוי בחישוב של אינטגרלים מיוחדים כגון

:מומנטים-א

:סופיים-אינטגרלים עם גבולות אין-ב

:כמואינטגרלים מפונקציות סינגולאריות-ג

.  נדר'לז–ניתן לפתח שיטות גאוס לכל סוגי האינטגרלים האלו בדרך שבה פיתחנו שיטת גאוס 
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Gauss-Chebyshevשיטת 
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Gauss-Chebyshevדוגמת חישוב לפי שיטת 
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רדסון'הערכת השגיאה לפי אקסטראפולציה של ריצ
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a
exact EIdxxfI  )(
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-הקושי בהערכת  שגיאת אינטגרציה הוא בחישוב  של              ו•

.רדסון מסייעת להתגבר על הבעיה'השיטה של אקסטראפולצית ריצ•

.להערכת השגיאה בשיטת הטרפזרדסון'אקסטרפולציית ריצ
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(המשך)רדסון 'אקסטראפולציית ריצ
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
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:השגיאות בחישוב הראשון והשני הם, ובכן

:י הוספת אבר השגיאה"אפשר לתקן את החישוב הנומרי של האינטגרל ע
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(המשך)רדסון 'אקסטראפולציית ריצ
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:השגיאות בחישוב הראשון והשני הם

:מוסיפים את התיקון לחישוב הנומרי של האינטגרל ומקבלים

: סימפסון מורכבתבאותה הדרך נעשת הערכת השגיאה בשיטת 
4  exact sI I C h
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מקרה כללי: רדסון 'ריצאקסטרפולציית

שהיא קירוב של איזשהו ערך  N(h)קטן ישנה נוסחא נומרית  hנניח כי לכל 

:Mלא ידוע 
2 3

1 2 3M = N(h)+ K h+ K h + K h +...

Mבמילים אחרות = N(h)+O(h)

 
 
 

2 3

1 2 3

h h h h
M = N + K + K + K +...

2 2 4 8

מצד שני
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מקרה כללי: רדסון 'ריצאקסטרפולציית
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       
       

        

2 3
2 3

2 3

h h h h
M = N + N - N(h) + K - h + K - h +...

2 2 2 4

    
    
    

1 2 1 1 1

h h
N (h)= N(h),    N (h)= N + N - N (h)

2 2

אזי

2 3 232
2 2

3KK
M = N (h)- h - h +...= N (h)+O(h )

2 4

2סדר השגיאה הוא 







  
 

  

2 332
2

2 332
2

3KK
M = N (h)- h - h +...

2 4

3KKh
M = N - h - h +..

2 8 32

3 33
3 3

K
M = N (h)+ h +...= N (h)+O(h )

8
3סדר השגיאה הוא 

כאשר
  

 
 

2 2

3 2

N h/2 - N (h)h
N (h)= N +

2 3
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'  אלכסנדרה אגרנוביץ'  דר: מאת . ו''תשע, אולן -אוניברסיטת בר

באופן כללי

m

jM = N (h)+O(h )

  
 
 

j-1 j-1

j j-1 j-1

N h/2 - N (h)h
N (h) N + ,   j = 2, 3, ...,m

2 2 -1

צעד  –Mh ,קירוב נומרי של -  N(h), ערך –Mכאשר  


