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 שימו לב, לכל שאלה יש דרכים שונות לפתרון, והפתרונות המוצעים להלן הן רק אפשרות אחת.

 

 

}מרחב מידה, ותהי Xיהי  .1 }nA  המקיימת סדרה של קבוצות מדידות
1

( )n

n

A




   . 

 . nAהנמצאים באינסוף קבוצות   Xים  ב -xקבוצת כל ה  Bתהי 

)מדידה ו   Bהראה ש  ) 0B . 

____________ 

 

nנסמן  k

k n

B A


  אזי ,nB    מדידה כאיחוד בן מניה של קבוצות מדידות. נראה ש
1

n

n

B B


  ולכן מדידה

xשל קבוצות מדידות. אכן,  כחתוך בן מניה B אם"ם x  מופיע באינסוףkAלכל   ים  אם"םn  ישk n 

kxכך ש  A לכל   אם"םn,   nx B אם"ם 
1

n

n

x B


 .  

 

)כעת נראה ש   ) 0B    .( ) ( ) ( ) 0n k k n
k nk n

B A A  




     כי זהו זנב של טור

limש   אם כן . קבלנומתכנס ( ) 0n
n

B


 כעת  .nB  לכן מידה סופית של קבוצות מ יורדתהיא סדרה

1

( ) ( ) lim ( ) 0n n
n

n

B B B  




   . 

____________ 

 

 

 

חשב את    .2
2x d       כאשר  הנקבעת ע"י הפונקציה היא מידת סטילטיס על :f   :הבאה 

0 0

( ) 0 1

2 1

x

f x x x

x




  
 

 

____________ 

 

0aלכל   b    מתקיים( ) ( ) 0f b f a   לכן(( , ]) 0a b   ולכן לכל( ,0]A   מתקיים

( ) 0A  לכן  ו
2

( ,0]

0x d


 .   1באופן דומה לכל a b    מתקיים( ) ( ) 0f b f a   לכן

(( , ]) 0a b   1)ולכן לכל, )A   מתקיים( ) 0A    ולכן
2

(1, )

0x d


  . 

 

 



 

0לכל  1a b    מתקיים( ) ( )f b f a b a    לכן(( , ])a b b a    (0,1)ולכן על 

   היא מידת לבג ולכן

1

2 2

(0,1) 0

1

3
x d x dx      לפונקציה  .f  לכן   1בנקודה   1יש קפיצה של

({1}) 1   ולכן
2 2

{1}

1 ({1}) 1x d     ביחד נקבל             .

2 2 2 2 2

( ,0] (0,1) {1} (1, )

1 4
0 1 0

3 3
x d x d x d x d x d    

 

             

____________ 

 

 

)ותהי     מרחב מידה,   Xיהי  .3 )pf L X     1עם
p

f    . 

 

0t  עבור       נגדיר את הקבוצה  : ( )A x X f x t   הראה ש   .   
1
p

A
t

 . 

____________ 

1
p

p
f     1כלומר

p

X

f d  מהגדרת  .A    1מתקייםAf t      1לכן
p p

Af t  לכן 

1 1 ( )
p

p p

A

X X

f d t d t A            וקבלנו 
1
p

A
t

   . 

____________ 

 

 

תהי   .4
2( )f L   המקיימת ,( ) 1f x    .כמעט בכל מקום 

חשב את       
2 2lim ( ) sinn

n
f x nx dm

         (m .)מידת לבג 

 

____________ 

 

2( )f L   פרושו
2

f dm     כיון ש     .( ) 1f x    ו  
2sin 1nx     נקבל שלכלx

2 2( ) sin 0n

n
f x nx


   וכן

22 2( ) sin ( )nf x nx f x לכן ממשפט ההתכנסות הנשלטת   . 

2 2lim ( ) sin 0n

n
f x nx dm


 

____________ 

 

 

f[0,1]:  יתה .5   נתונה ע"י 

1cos 0 1
( )

0 0

x
x x

f x
x

 
 


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