
γ

sin zdz = − cos z
∣∣∣γ(1)
γ(−π)

= − cos z
∣∣∣−1

−1
= 0

אנליטית פונקציה של למקוטעין) (חלקה סגורה מסילה על שהאינטגרל מכך נובע זה למעשה,
.0 הוא המסילה) בפנים (לפחות

את לחשב נותר לכן
ˆ

γ

zdz

ונקבל המסילה של הקטעים שני לפי אותו נפצל

ˆ

γ

zdz =

0ˆ

−π

e−iteitidt+

1ˆ

0

(1− 2t)(−2)dt = it
∣∣∣0
−π

+ t− t2
∣∣∣1
0
= iπ

2

ש מייד רואים 1
ˆ
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1 .           
1 1

sin 1 cos 1 sin 1 sin 1 cos 1 sin 1
2 2

i i
 

      
 

  

2 .i  

3
28

2 4
2

w
w w

w


  


מקבלים שהאינטגרנד הוא  

2 2 4z z ומה, . על הציר המד

z z   והאינטגרל שם הוא 
00 3

2 2 11
4 2 4 4 1 1

3 3 3
i i

z i
z z dz z z i i

 
            

 
 .

zעל הקטע הממשי  z  והאינטגרל עליו הוא

 
11 3

2 2

0 0

1 16
2 4 4 1 4

3 3 3

z
z z dz z z         . 

האינטגרל הכולל הוא הסכום של השניים: 
13 11

3 3
i  

2Lפשוט לראות כי אורך המסילה הוא  א. .4   האינטגרנד בערך מוחלט הוא .

 2 Im 2 sin 2 sin 2z z z x x xe e i e ie y e y e     במסילה שלנו .x  יכול להיות לכל היותר

, ולכן 1
xe e. מכאן ש-max 2z z

z
M e e e


    בסה"כ האינטגרל חסום ע"י .

 2 2ML e  

2Lב. קל לראות כי אורך המסילה הוא   הוא  )על המסילה( . האינטגרנד בערך מוחלט

22 3
3

2 12

zz

z z


  

 
3M  . כלומר  3. בסה"כ 6ML  .  

2. ע"י הזהות 
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L 2  3. א. פשוט לראות כי אורך המסילה הוא
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7
1f z z  256 ומקבלים i  

משתמשים בנוסחת קושי עם  ב.   zf z e 2 ומקבלים i 

קודם כל משתמשים בשברים חלקיים  ג.
2

1 1 1 1 1

1 2 2z i z i i z i
 

  
. לאחר מכן אפשר להפעיל את 

נוסחת קושי פעמים עם הפונקציה הקבועה   1f z .האינטגרל יוצא אפס . 

אין כאן מסלול סגור. אפשר לחשב ישירות.  ד.
 

 
1 1

2

1 1

1
arctan 0

1
idt i t dt

it 

  


   

0aראשית, אם  .2   מקבלים
2 2 2 2

1 2

z z z

dz dz
dz

z a  



  
  

  


  .ומכאן נניח ההפך ,

 

 

2 2 22 2 2 2 2

22 2 2

z z z z

z

dz dz dz dz
i i i

z a z z a z a z a z az z za za a

dz
i

az a z a

   



  
 


 

   



     
      


  

   



למכנה יש שורשים בנקודות  
2

1,2 ,z a
a


ניתן לפרק לשברים חלקיים . :

 
2 2 22 2 2

1 1 1 1 1

z aa a
za z a z

aa

  
 

   
  

 

. אם כך האינטגרל הוא  

2 2 22

1 1

z z

dz i
dz

z az a a
z

a
 



 

 
 

  
    

 

  נשים לב שבכל מקרה רק אחת מבין הנקודות .

2

,a
a


zנמצאת בתוך המעגל    זאת משום שאם( .a   אז

2 2

a

 



 )וגם להפך , 

2ולכן שימוש במשפט קושי ייתן  i שברים החלקיים, ואפס לשבר השני. מקבלים בסה"כ לאחד מה

 2 22 2

2
2

i
i

a a

 


 


 
. 

Re. האינטגרל של 3 z 2 של עיגול היחידה )כולל הקוטר( יוצא ל החצי הימניע 0. 

 

    4. א. משתמשים בנוסחת קושי עם 



 .,חישוב באמצעות פרמטריזציה נותן  מצד שני

 

    
2 2exp

cos cos

0 0

2 cos sin sin sin
k i

i k k

i

e
i ie d i e k ie k d

e

 
  


        ע"י השוואת .

 החלק הממשי והחלק המדומה מקבלים את הדרוש.

2 i 5. ע"פ נוסחת קושי ערך האינטגרל הוא 



z i   מתקיים   22 3 7 1f z i z z

      ' 1 2 6 1 7 2 13 6 12 26f i i i i i i           .  

3 . 

חסומה בעיגול היחידה  fשלמה, היא רציפה. ע"פ משפט ווירשטראס הפונקציה  f-מאחר וא.

הסגור  0,1קיים חסם . כלומר ,M לכל כך שz   1המקייםz   מתקיים  1f z  נוכיח .

 תקף בכל המישור. Mשהחסם 

0zובכן תהי נקודה    ע"פ הנתון .  0
0

2

z
f z f

 
  

 
שמור ול 2, כלומר נוכל לקצר את הנקודה פי 

על ערך הפונקציה. אם נחצה אותה מספיק פעמים נקבל שהערך  0f z  זהה לערך של איזושהי

נקודה בתוך העיגול הסגור. זה מוכיח כי  0f z M ע"פ ליוביל .f  .היא קבועה 

ציה השלמה ב. לא. למשל הפונק  4f z z  מקיימת   f z f iz. 

4. 
Ref f ug e e e   שלימה ולכן קבועה. כלומר קיים קבוע היא חסומה וe  עבורו

 f z
e e 

z ,לכל . ז"א שzלכל   2f z ik    עבורk מכאן שהתמונה של .f  היא בת

מנייה. לא ייתכן ש f z"ת מנייה.בתהיה  לא בין שתי נקודות שונות בתמונה, כי אז התמונה "ץתקפ     

 )בגלל    

(. מכאן שהנגזרת היא  z  3 שהנקודה בתוך העיגול 

1 6. ע"י נוסחת קושי רואים שבסביבת הנקודה 



γ

zdz =

1ˆ

0

it · i = −1

2

ו
ˆ

γ

Re(z)dz = 0

מתקיים. לא השוויון ולכן

1

אז 0 ≤ t ≤ 1 עבור γ(t) = it עם f(z) = z את ניקח אם במיץ. שטויות .6

ˆ


