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 נוכיח את כלל השרשרת.

. ומתקיים כי הנגזרת נתונה ע"י x0 דיפרנציאבילית ב      אזי . f(x0)בנקודה  g, וx0דיפרנציאבילית ב  f, ו (( ) )  : משפט

  (  )    (  ) 
 ( (  )) . 

(    ) , וגם x0דיפרנציאבילית ב  fהוכחה:    (  )      ( )     ,g וגם כן מתקיים , . (  )    דיפרנציאבילית ב

(    ) , שfבדומה ל   (  )  . (  )    ומתקיים .     ( )     

(    ) גם כן מתקיים    ( (    ))   ( (  ) ( )휀, ונגדיר  (( )       
 ( )

 
ובאופן , ( )    ( )휀ולכן      

( ) דומה    ( )    ( ) (    ) . אפשר להציב כדי לקבל         ( (  )     휀( ) ⏟      
 

,ואם נבודד נקבל שמתקיים (

 (    ) (    )  מתקיים .(    )     (  )      ( )   ( (  ))   (   휀( ) )   (   휀( ) )(   휀( ) ) .

((  ) ) ולכן        휀( )   (   휀( ) )(  휀( )) ⏟                      
 ( )    

(    ) . ומכאן    ( (  )) ומכאן       ( )      

(  )  וגם  (  )     ומתקיים  x0דיפרנציאבילית בנקודה  hש    (  )  (  ) . 

 : תרגילים

( ) נניח  .1 ( )  אז לפי כלל השרשרת .                  . 

2. (       )
 
 

             

 
 . 

3. .    

/
 

     

   
   . 

4. (  )  (     )
 
      .     

 

 
/    (     ) . 

5. (     )          . 

 : משפטים יסודיים של חשבון דיפרנציאלי

 קיצון מקומיים: 

𝛿אם קיים  -מקסימום מקומי -תקרא קיצון מקומי   .                : הגדרה מתקיים  (  )      כך שלכל    

 ( ) 𝛿מינימום מקומי אם קיים תקרא    . (  )   ( ) מתקיים  (  )      כך שלכל     כל נקודת מינימום או . (  )  

 מקסימום מקומי היא נקודת קיצון מקומית. 

𝛿 נקודת מקסימום ממש )חזק( מקומי אם    : הגדרה           (  )       ( ) ובהתאם, תקרא מינימום  (  )  

𝛿 תקיים ממש )חזק( אם מ           (  )       ( )   (  ) . 

( ) : דוגמא   {
   | |   
   | |   

 נקודת מקסימום ומינימום.     נקודת מקסימום,      נקודת מימום ממש,      ,  

 (Fermatלמה של פרמה )

  (   ) (   ) וגם כן מתקיים  + כל פונקציות דיפירנציאבילית על (   )*   . מה הלמה בעצם אומרת? (   )  



(   )  תהי פונקציה הלמה:  (  )  , אזי   דיפרנציאבילית בנקודה  fנקודת קיצון מקומי, ו (   )   , ו      . 

(    )  הוכחה: מתקיים     
    
    

 ( )  (  )

    
( ) וידוע שמתקיים     (  ) , ולכן       לכן      וגם    

 ( )  (  )

    
(    )  .ז"א        .  (  )     

    
    

 ( )  (  )

    
(    )  לכן        במקרה שלנו   . ע"פ משפט   

(    )  שהוכחנו מתקיים     (  ) (  )  ולכן  (    )     . מ.ש.ל.   

-   ,  גם כן מתקיים :  (   )  אזי  (   )  נקודת מקסימום מקומי וקיימת   aאם        . 

(  )  נקודת קיצון, מתקיים    : אם  קיצוןנקודת תנאי הכרחי ל ( ) . הכיוון השני לא בהכרח נכון, לדוגמא             . 

     ( Rolleלמה של רולה )

(   )   : משפט ( ) אם . -   ,   ( )  כך ש, (   )  אז קיימת  ( )     . 

( )            אם הוכחה:          (   )     ( )  לא קבוע.  f. נניח ש   

(   )      מקסימום ומינימום.  [a,b]מקבלת ב  fלפי המשפט של ווירשטראס,    (    ) כמו כן, בצורה דומה   ( )     

(   )      מאוד    (    ) (    ) אזי  -   ,          . אם ( )        (    )   ( ) אם כך . ( )  

( )    מתקיים  ( )  ולכן  (   )       נקודה פנימית, נניח      או      אזי  f=const, ולכן ( )         . 

 ( על נקודה בינוניתLagrangeמשפט של לגרנג' )

(   )    תהי :משפט ( )  כך ש (   )  אזי קיימת נקודה  -   ,      ( ) ( )  , ז"א (   )( )     
  ( )   ( )

   
 . 

( ) הוכחה: נגדיר    ( )  
 ( )  ( )

   
( ) . מתקיים (   )   ( ) , ( )   ( )  

 ( )  ( )

   
(   ) . לכן לפי ( )  

( )  כך ש (   )  הלמה של רול קיימת  ( )  , ז"א       ( )  
 ( )  ( )

   
( )  ולכן      

  ( )   ( )

   
 . מ.ש.ל.

 : גיאומטריתמשמעות 

 

 

 

 על האיכות המדהימה. אם למישו יש תחליף אשמח לקבל אותו במייל ):מצטער 



( )      , אם (   )   : נניח סקנהמ  . f=constאזי     

(  )            , ומכאן ש(   )      הוכחה:    (  )    ( )(     ) (  ) ולכן     ולכן היא  (  )  

 קבועה. מ.ש.ל.  

 : תרגילים

1.    (   )    (   )   ( )  , נחפש את הפונקציה המקורית שמקיימת זאת:   

( ) )נרשום     )    ( ) ( ) ולכן        . בעצם פתרנו משוואה דיפרנציאלית פשוטה מאוד.      

2.    (   )   ( ) ( ) . נתחיל מהסוף ע"י הנחה ש( )     וניתן לראות שהתנאי מתקיים.      

 : אומדן של שינוי פונקציה: מסקנה

(   )   : תהי משפט |( )  |, ונניח כי -   ,   ( ) |בתחום הגדרה. אזי  x, לכל      ( )|   (   ) . 

(   )   הוכחה: ע"פ משפט לגרנג'    ( )   ( ) ( ) |ולכן  (   )( )      ( )|  |  ( )|(   )   (   ) .

 מ.ש.ל. 

𝛿  √נמצא אומדן לביטוי הבא : )לשימוש במשפט( תרגיל ( ) . נסמן  √  . מתקיים על פי המשפט שהוכחנו לפי שתי    √ 

(𝛿) שורות    ( )  
   

  (   ) | 
|( )  |ומתקיים  |( )   |

 

 

√   
|  

 

 
(𝛿) |לכן     ( )|  

 

 
𝛿 ולכן .|√     |  

 

 
    ,

 .          √ומכאן 

(   )     : )קושי( משפט ( ) )כך ש, (   )  אזי קיימת נקודה  -   ,     ( ))  ( )  ( ( ) . ז"א ( )  (( )  

בעצם שמתקיים 
( ( )  ( ))

 ( )  ( )
 

  ( )

  ( )
( )  כמובן בהנחה ש    ( ) ( )  וגם        . 

( ) )  ( ) הוכחה: נגדיר    ( )) ( )   ( )( ( )   ( )) . 

( ) ונקבל  aנציב   ( ( )   ( )) ( )   ( )( ( )   ( ))   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( ) 

( ) ונשאר לנו    ( ) ( )   ( ) ( ) . 

( ) כדי לקבל  bהפעם נציב   ( ( )   ( )) ( )   ( )( ( )   ( ))   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) ( )  

( ) , ניתן לראות שמתקיים גם כן ( ) ( )    ( ) ( ) ( ) ולכן  ( ) ( )   . ומכאן לפי הלמה של רול, קיים ( )  

( )  כך ש (   )      ( ( )   ( ))  ( )    ( )( ( )   ( )) 


