
  1 מופשטת – 9תרגיל בית פתרון 

  1שאלה 

) -נניח ש ) { }1GZ G )הוכיחו שהמרַכּז . = ) ( )( ) { }GAut G
C Inn G Id= , ובפרט גם

( )( ) { }GZ Aut G Id= .גם חבורת האוטומורפיזמים , לחבורה חסרת מרכז, כלומר

  .חסרת מרכז

  פתרון

)תהי  ) ( )( )Aut G
f C Inn G∈ . נראה ש{ }Gf Id= .  כלומר ש  ( )x G f x x∀ ∈ =   .

xנניח בשלילה שקיים  G∈   כך ש( )f x x≠. ( ) ( )( )Aut G
f C Inn G∈ י "ולכן עפ

aלכל נקבל ש ת מרכז של תת חבורההגדר G∈  1מתקיים

a af fγ γ− =�  או �

aבאופן שקול  af fγ γ=� xבפרט . � xf fγ γ=� ומכאן �

( ) ( )( ) ( )x xg G f g f gγ γ∀ ∈ =� gמכאן  לכל . � G∈  

( )1 1( )f xgx xf g x− ) רפיזם ובפרט הומומורפיזם אוטומוfכי (ן שקול  או באופ=−

( ) 1 1( ) ( ) ( )f x f g f x xf g x
− g לכל =− G∈ . שוב מכיון שfאוטומורפיזם ובפרט על   

)נקבל ש  ) 1 1( )y G f x yf x xyx
− −∀ ∈ 1לכן .  = 1( ) ( )y G x f x y yx f x− −∀ ∈ =.  

)כלומר  )1 ( )x f x Z G− )ון מהנת. ∋ ) { }1GZ G 1 ולכן = ( ) 1Gx f x−  נקבל ש .=

( )f x x=מכאן .  בסתירה להנחה( ) ( )( ) { }GAut G
C Inn G Id= . מתקיים

( ) ( )Inn G Aut G⊆  ולכן( ) ( ) ( ) ( )( ) { }( ( )) ( ) GAut G Aut G
Z Aut G C Aut G C Inn G Id= ⊆ = .

}לכן  }( ( )) GZ Aut G Id=.  

  

  2שאלה 

)חו הוכי )3 3Aut S S≅ .  

  פתרון

3nהוכחנו בעבר שלכל  ) מתקיים ≤ ) { }1
nn SZ S )מכאן . = ) 3

3 3
3( )

S
Inn S S

Z S
≅ ≅.  

)לכן כדי להסיק ש )3 3Aut S S≅3זהו הסדר של  (6ל שיש לכל היותר " מS (

  ).המשמעות היא שכל האוטומורפיזמים הם פנימיים(אוטומורפיזמים 



)  -ראינו ש ) ( )3 12 , 123S . י תמונת היוצרים" נקבע עפϕאוטומורפיזם נתון . =

לו א (2איזומורפיזם שומר על סדר איברים וישנם בדיוק שלושה איברים מסדר 

) -לכן ישנם לכל היותר שלושה ערכים אפשריים לו 3S - ב) החילופים )12ϕ .

) ולכן ישנן שתי אפשרויות עבור 3ישנם בדיוק שני איברים מסדר  )123ϕ .

2כ נקבל שיש לכל היותר "בסה 3 6⋅   . ונקבל הדרוש אפשרייםוטומורפיזמים א=

  

  

  3שאלה 

G,הוכיחו שלכל שתי חבורות  H מתקיים ( ) ( ) ( )Inn G Inn H Inn G H× ≅ × .  

  פתרון

)תהי . נמצא איזומורפיזם מפורש ) ( ) ( ):f Inn G Inn H Inn G H× →  פונקציה ×

)י "המוגדרת ע , )( , )g h g hf γ γ γ= לכל ,g G h H∈ ∈.  

) - ראשית שימו לב ש )( , )g h Inn G Hγ ∈ ) מהגדרת × )Inn G H× .כמו כן ברור ש-f 

  .ע" חחf - הומומורפיזם וכן שf -נותר להוכיח ש). ?מדוע(על 

f1לכל :  הומומורפיזם 2 1 2, , ,g g G h h H∈    - מתקיים∋
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k,ולכל  K לכל חבורההסתמכנו על כך ש l K∈  מתקייםk l klγ γ γ=�) בדקו(!  

fנניח ש . נראה שהגרעין טריוויאלי: ע" חח( , )( , )g h g h G Hf Idγ γ γ ×= =.  

kולכל K לכל חבורהכזכור  K∈ מתקיים ( )k KId k Z Kγ = ⇔ ∈.  

)לכן  , ) ( )g h Z G H∈ )בפרט . × , )( ,1 ) ( ,1 )( , )H Hx G g h x x g h∀ ∈ מכאן ניתן . =

)ק שלהסי )g Z G∈  ובאופן דומה מראים ש( )h Z H∈) .למעשה תמיד מתקיים  

( ) ( ) ( )Z G H Z G Z H× = g,מכאן ). × G h HId Idγ γ= זה מוכיח שהגרעין .  =

  .טריוויאלי

)פונקציה   ניתן לבחור :הערה ) ( ) ( ):f Inn G Inn H Inn G H× → י "המוגדרת ע×

( , )g h g hf γ γ γ γ= אבל אז על סמך התרגול .  ולהסתמך על מה שהוכחנו בתרגול×



) -שבלבד אפשר לומר רק  )g h Aut G Hγ γ× ∈  ויש להסביר מדוע ×

( )g h Inn G Hγ γ× ∈ )למעשה ההסבר הוא שמראים ש . × , )g h g hγ γ γ× אחרי  . =

 הומומורפיזם כי הוכחנו f - תם צריכים להוכיח ששהייתם מוכיחים זאת לא היי

  .תרגולזאת ב

  

  4שאלה 

  .25ℤ ושל 8ℤמצאו את מספר האוטומורפיזמים של ) א

25מצאו את מספר האוטומורפיזמים של ) ב 8×ℤ ℤ.  

  פתרון

)  )א ) ( )8 4, 25 20ϕ ϕ= = 

 80  )ב

 

  5שאלה 

זהו את החבורה 
( )

( )
7

7

n

n

GL
Aut

SL

 
 
 

ℤ

ℤ
  ).n>0לכל  (

  פתרון

)הגרעין של האפימורפיזם , F לכל שדה ) *det : nGL F F→הוא  ( )nSL F .לכן ,

 - לפי משפט האיזומורפיזם הראשון נקבל ש
( )

( )
*n

n

GL F
F

SL F
 ,בפרט. ≅

( )
( )

*7
7 7

7

n

n

GL
U

SL
≅ ≅

ℤ
ℤ

ℤ
חבורה  היא 7U,  כעת.6 וזו חבורה אבלית מסדר 

)- לתאיזומורפיולכן  ,!)בדקו זאת (3לית הנוצרת על ידי ציק )6 ,+ℤ . לכן צריך

) למצוא אתלמעשה  )6Aut ℤ .הוכחנו בעבר ש- ( )6 6Aut U≅ℤ.  

  
  

  6שאלה 

10תהא  10G U U= × .  

)מהו   )א )Inn G?  

)מהו   )ב )10Aut U? 

  :הוכיחו או הפריכו  )ג

)   i ( המיפוי( ) 4f x x= הוא אוטומורפיזם שלG.  



)   ii ( המיפוי( ) 5f x x= הוא אוטומורפיזם של G.  

)האם   )ד ) ( )10 10Aut U Aut U× איזומורפי ל- ( )Aut G?  

  פתרון

)אבלית ולכן G  )א ) { }Inn G id=. 

)  )ב )10 2Aut U = ℤ.  

-היא ציקלית ולכן איזומורפית ל 10Uכי  (16הוא  G שהסדר של נשים לב  )ג

4ℤ.(  

)i ( זהו לא אוטומורפיזם) כיfלמעשה–) ע" אינה חח , ( )ker f G=)  כי

  ).4 הוא G- הסדר המקסימלי של כל איבר ב

)ii (ראינו שאם H חבורה אבלית סופית ו היא-( )gcd ,| | 1n H   אז המיפוי=
nx x֏5 לכן.  הוא אוטומורפיזםx x֏הוא אוטומורפיזם .  

) -מהאיברים ב  )ד ) ( )10 10Aut U Aut U× ניתן להסיק אוטומורפיזמים ב-( )Aut G 

השאלה ).  פועלים על כל רכיב במכפלה הקרטזית בנפרדכאשר הם(

)- היחידים בפיזמים האוטומורהיא אם אלו )Aut G . התשובה היא לא– 

f:הפונקציה  G G→  המוגדרת על ידי( ) ( ), ,f a b b a= היא אוטומורפיזם 

) -ואינה מושרית מפונקציה ב ) ( )10 10Aut U Aut U× .על מנת לראות זאת ,

)אתם יכולים לרשום את כל האיברים בחבורה  ) ( )10 10Aut U Aut U× 

) מהצורה ולראות שאין שם איבר  ) ( ), ,f a b b a=.  

  

  שאלת בונוס

)expהוכיחו שיש שיכון של .  חבורה אבלית סופית Gתהי ) א )GU ב- ( )Aut G. 

 עמוד ,הקורס בחוברת למצוא ניתן חבורה של האקספוננט של ההגדרה תא(

68.(  

)הוכיחו שאם .  חבורה  סופית כלשהי Gתהי ) ב )Aut G ציקלית ולא 

  .אזי היא מסדר זוגי, טריוויאלית

  פתרון

Gנניח ) א n= .  נגדירexp( ): ( ), ( )G df U Aut G f d f→ df:  כאשר ֏ G G→ היא 

)הפונקציה  ) d

df x x= .  יהיexp( )Gd U∈ בשל האבליות  של G ברור ש df 

)ע כדי להסיק ש" חחdfל ש " סופית מGמכיון ש. הומומורפיזם )df Aut G∈ .

1dנניח  . נראה שהגרעין טריוויאלי 

Gx )אזי . = ) |o x d . כמו כן מהגדרת

)אקסופננט  ) | exp( )o x G .כעת ,exp( )Gd U∈ ומכאן ( , exp( )) 1d G   ומצד שני   =



( ) | exp( ),o x G d . לכן ,( ) 1o x 1Gx -  ו=   .עין טריוויאלילכן הגר. =

) קיבלנו שאכן )df Aut G∈ .קל לראות ש
1 2 1 21 2 1 2( ) ( ) ( )d d d df d d f f f f d f d= = =� 

)expל שעבור " מf של  ע"כדי להוכיח חח.  הומומורפיזםfולכן  ) 1G d≥ כך    ≠

)expש )Gd U∈ מתקיים d Gf Id≠ .  אחרת dx G x x∀ ∈ 1מכאן .  = 1d

Gx G x −∀ ∈ = 

)expולכן   ) | 1G d )exp, בפרט). ?מדוע (− ) 1G d≤ )expבסתירה לכך ש . − )G d≥.  

מכיון שתת חבורה של חבורה ציקלית היא . אבלית  Gתחילה נוכיח ש )ב

)י הנתון ש  "ציקלית נקבל עפ )Inn G מתקיים תמיד .  ציקלית( ) ( )
GInn G
Z G

≅ .

מכאן 
( )

G
Z G

י תרגיל שהוכחנו בעבר " ציקלית ועפ
( )

G
Z G

כלומר . וויאלית טרי

( )G Z G= ו G1בכל חבורה אבלית הפונקציה .  אבלית: , ( )f G G f x x−→ = 

: אפשרות ראשונה. 2  או 1 הוא  fקל לראות שהסדר של . הוא אוטומורפיזם

1xמכאן   . 1 הוא  fהסדר של   x−= לכל x  . כלומר כל האיברים פרט ליחידה

) אינה טריוויאלית כי אחרת Gשימו לב ש (2מסדר  )Aut Gלכן ).  טריוויאליתG 

2 ולכן 2ית סופית מסדר חבורה אבל

nG Z≅ עבור איזשהו n∈ℕ . אבל

( )2 2( )n

nAut Z GL Z≅   1 שאינה אבלית עבורn עבור .  ולכן גם אינה ציקלית<

1n } נקבל = }1 2( ) 0GL Z   . שהינה חבורה טריוויאלית. =

  .לכן האפשרות הראשונה אינה קיימת למעשה

  

מכיון שסדר של איבר מחלק את סדר . 2 הוא  fהסדר של : אפשרות שניה

)החבורה נקבל מייד ש  )Aut Gמסדר זוגי  .  

  

 

 
    


