
  טופולוגיה – 10תרגיל בית 

  1שאלה 

  .אמ"מ הוא סופי קומפקטידיסקרטי הוא  טופולוגיהוכיחו שכל מרחב   .א

}מ"ט קומפקטי . יהי  Xיהי   .ב }i i I
K
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אוסף קבוצות סגורות, כך שכל חיתוך  

i -סופי של קבוצות מאוסף זה אינו ריק.  הוכיחו ש
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  פתרון

}ודיסקרטי אזי  מ"ט קומפקטי Xיהי   .א }{ }:x x X∈  כיסוי פתוח שלX )מדוע (?

  סופי.Xובשל הקומפקטיות קיים לו תת כיסוי סופי. מכאן נקבל ש 

)בכיוון ההפוך הטענה נכונה גם ללא הנחת הדיסקרטיות. יהי  ),X τ  סופי אזי
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P Xτ ≤ = < ומכאן קל להסיק כי לכל כיסוי פתוח קיים תת כיסוי  ∞

  )  הוא סופי.τסופי שכן מספר הקבוצות הפתוחות (איברי 

}מ"ט קומפקטי . יהי  Xיהי   .ב }i i I
K
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אוסף קבוצות סגורות, כך שכל חיתוך  

iסופי של קבוצות מאוסף זה אינו ריק.  נוכיח  ש 
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  2שאלה 

)יהי   .א ),X τ  1מרחב טופולוגי. יהיו,..., nA A  תתי מרחבים קומפקטיים שלX .

-הוכיחו ש
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  הוא קומפקטי.  ∪

 נגדית כאשר מדובר באינסוף תתי מרחבים קומפקטיים. מצאו דוגמה  .ב

}מ"ט האוסדורף. יהי  Xיהי   .ג }i i I
F

∈
אוסף כלשהו של קבוצות קומפקטיות.  
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  פתרון

,...,1יהיו   .א nA A  תתי מרחבים קומפקטיים שלX נראה כי .
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אינסופי עם טופולוגיה דיסקרטית. הוא לא קומפקטי אבל ניתן Xניקח   .ב

 להשיג אותו כאיחוד הנקודונים שכל אחד מהם כן קומפקטי.
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  3שאלה 

f:תהי  X Y→  .חח"ע ועל  

הוא  Yהוא האוסדורף אזי  Xפתוחה או סגורה ואם  fהוכיחו שאם   .א

 האוסדורף.

 האוסדורף.  Xהאוסדורף, אזי  Y -רציפה ו fהוכיחו שאם   .ב

  פתרון

  עזר:נוכיח קודם  טענת   .א

f:תהי    טענה: X Y→     חח"ע ועל אזיf  פתוחה אם ורק אםf .סגורה  

f:: הוכחת טענת עזר X Y→  3בתרגיל  6ולכן לפי שאלה  חח"ע ועל 

A(הסתכלו בפתרון) לכל  X⊆  מתקיים( )( ) ( )
CCf A f A= כעת נניח ש .f 

Aסגורה. תהי  fפתוחה ונראה ש X⊆   סגורה אזיCA פתוחה בX  ומכיון שf 

)פתוחה נקבל ש  )Cf A  פתוחה. אבל( )( ) ( )
CCf A f A=  ומכאן( )( )

C
f A  פתוחה

)ולכן  )f A סגורה. קיבלנו שf  סגורה. באופן דומה מוכיחים שאםf  סגורה אז

f  פתוחה (תחת ההנחה שf  .(חח"ע ועל  

  מש"ל

כדי להוכיח  פתוחה. fנחזור להוכחת התרגיל. מטענת העזר אפשר להניח  ש

1  האוסדורף ניקח  Y-ש 2y y Y≠ ∈  .:f X Y→    1על ולכן קיימות 2x x X≠ ∈ 

1כך ש  1 2 2( ) , ( )f x y f x y= = .X ולכן קיימות   האוסדורףU   1סביבה שלx ,V  

Uכך ש  2xסביבה של  V∩  -פתוחה נקבל ש f. בשל העובדה ש ∅=

( ), ( )f U f V  1סביבות של 2,y y בהתאמה. לבסוף( ), ( )f U f V ת. אמנם נניח זרו

)בשלילה ש ) ( )f U f V∩ ≠ )אזי קיימת ∅ ) ( )z f U f V∈ ∩ ≠ . לכן, קיימות ∅

,x U y V∈ )כך ש   ∋ ) ( )f x f y z= xחח"ע מכאן  f. אבל = y U V= ∈ ∩ .

Uבסתירה לכך ש  V∩   האוסדורף. Y. מצאנו את ההפרדה הדרושה ומכאן ∅=

1יהיו   .ב 2x x X≠ ∈ .f   1חח"ע ומכאן 2( ) ( )f x f x Y≠ ∈ .Y  האוסדורף ולכן קיימות

,U V  1סביבות זרות של 2( ), ( )f x f x  .בהתאמהf  רציפה ולכן( )1 1
( ),f U f V− − 

1סביבות של  2,x x  והן זרות שכן( )1 1 1 1
( ) ( ) ( )f U f V f U V f− − − −∩ = ∩ = ∅ =∅.  



  אינה על (לא נעזרנו בנתון זה כלל בהוכחה).  fשימו לב:סעיף ב' נכון גם אם  
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  4שאלה 

)יהי  ),X τ  מרחב טופולוגי האוסדורף. יהי{ }
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  פתרון
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דוגמה נגדית: למשל 
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  5שאלה 

)יהי   .א ),X τ מרחב טופולוגי אינסופי המקיים את התכונה הבאה: כל תת 

)-מרחב הוא קומפקטי. הוכיחו ש ),X τ .אינו האוסדורף  

)יהי   .ב ),X τ  שאינו בן מניה ואינו קומפקטי. הוכיחו שקיימים במרחב טופולוגי-

X  מספר לא בן מניה של תתי מרחבים קומפקטיים ומספר לא בן מניה של

  ים לא קומפקטיים.תתי מרחב

)יהי   .ג ),X τ  מרחב טופולוגי, כך שכל תת מרחב סגור לא טריוויאלי הוא

)- קומפקטי. הוכיחו ש ),X τ .קומפקטי  

  פתרון



) -נניח בשלילה ש  .א ),X τ  הוא האוסדורף. כל תת מרחב הוא קומפקטי ולכן

היא הטופולוגיה הדיסקרטית.  ראינו שמ"ט דיסקרטי הוא  τסגור. לכן 

הוא קומפקטי ודיסקרטי ולכן  X-קומפקטי אמ"מ הוא סופי. שימו לב ש

 סופי, בסתירה לנתון.

תתי מרחבים קומפקטיים: כל הנקודונים. ברור שיש מספר לא בן מניה   .ב

 נקודונים.

}תתי מרחבים לא קומפקטיים: כל המרחבים מהצורה  }\X x ברור שיש .

מספר לא בן מניה של מרחבים כאלה. נראה מדוע הם לא קומפקטיים. נניח 
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