פתרון תרגיל בית 8 – ליניארית 1

תרגיל 1

הוכיחו: אם הווקטורים 
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 תלויים ליניארית, אזי גם הווקטורים  תלויים ליניארית.

פתרון:

נתון שהווקטורים 
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 תלויים ליניארית. לכן קיימים סקלרים 
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 (לא כולם אפס) המקיימים: 
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על מנת להוכיח שהווקטורים 
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תלויים ליניארית, עלינו למצוא צרוף ליניארי לא טריוויאלי שלהם שנותן את ווקטור האפס. כלומר, אנחנו מחפשים סקלרים 
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 (לא כולם אפס) המקיימים: 
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. המשוואה האחרונה שקולה ל: 
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[image: image9.wmf](

)

(

)

(

)

123

0

uuu

agabbg

+++++=

. 

נשווה את המקדמים של (*) לאלה של (**) ונקבל את מערכת המשוואות:
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 (***). קל לראות שהפתרון הוא: 
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ואכן מתקיים 
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מצאנו את צירוף הליניארית הלא טריוויאלי הדרוש, ולכן הווקטורים הינם תלויים ליניארית.

[שימו לב שלפחות אחד מהמקדמים 
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 שונה מאפס, וניתן לראות זאת מ-(***) ]
תרגיל 2

עבור אילו ערכי 
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 מתקיים:

הקבוצה 
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פתרון:

נתון שהקבוצה 
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 בת"ל. נתבונן בקבוצה 
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 ונרכיב צירוף ליניארי של איבריה הנותן את ווקטור האפס: 
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הווקטורים יהיו בת"ל אם הפתרון היחיד למשוואה זו  - הוא הפתרון הטריוויאלי 
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[הערת-שוליים-כללית-אך-חשובה: שימו לב, הפתרון הטריוויאלי תמיד קיים! מה שמעניין אותנו כשאנחנו בודקים תלות/אי תלות ליניארית, זאת השאלה הבאה: האם זהו הפתרון היחיד? אם כן – הווקטורים בת"ל. אחרת – הם ת"ל.]

כעת, המשוואה האחרונה (*) שקולה ל: 
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רגע חושבים: מה בעצם אנחנו מחפשים?..

תשובה: השאלה המקורית היא: עבור אילו ערכי 
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 הווקטורים 
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 בת"ל? אך שימו לב, שלאחר הפיתוח שלנו, השאלה היא, למעשה, עבור אילו ערכי 
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 הפתרון היחיד למערכת 
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 הוא הפתרון הטריווילי (פתרון האפס)?

שאלה טובה. לשם כך יש לפתור את המערכת.  נציב את המשוואה השניה בראשונה ונקבל: 
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 וזהו הפתרון הטריוויאלי שתמיד קיים. אבל אנחנו שואלים, מתי זהו הפתרון היחיד. אז נניח לרגע שיש פתרון לא טריוויאלי, כלומר 
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אכן, עבור 
[image: image35.wmf]1

l

=±

 יש למערכת פתרון לא טריוויאלי 
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לסיכום, עבור 
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 הפתרון היחיד הוא הפתרון הטריוויאלי, ולכן, הווקטורים 
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 בלתי תלויים ליניארית.
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תהי 
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 קבוצת ווקטורים ב-
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. הוכיחו, אם 
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 אזי הקבוצה תלויה ליניארית.

פתרון:
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 קבוצת ווקטורים ב-
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 ולכן כל ווקטור בקבוצה הוא מאורך 
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נתבונן בצרוף ליניארי של ווקטורים אלה הנותן את ווקטור האפס: 
[image: image46.wmf](
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אם 
[image: image48.wmf]kn
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 קיבלנו מערכת הומוגנית שיש בה יותר משתנים ממשוואות, ולכן יש לה פתרון לא טריוויאלי. לכן – הווקטורים תלויים ליניארית.
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יהיו 
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הוכיחו ש-
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הוא מרחב ווקטורי, ו-
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 אינו מרחב ווקטורי.

פתרון:

ידוע ש 
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. נעשה זאת עפ"י הקריטריון המקוצר.  קל לראות ש 
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. הוכחנו עפ"י הקריטריון המקוצר ש
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 אינו מרחב ווקטורי כי למשל 
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ידוע שאוסף כל הפונקציות 
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 מהווה מרחב ווקטורי מעל 
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 היא תת מרחב ווקטורי (של המרחב הנ"ל). 

פתרון:

הטענה נכונה. יהי 
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בדקו האם 
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 הוא תת מרחב ווקטורי של 
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  אינו ת"מ של 
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תרגילים מהחוברת

עמוד 37 והלאה:

5.1 , 5.4 , 5.6 , 5.7 , 5.8 סעיפים א' ו-ד' , 6.2

שאלה 5.1

1. הווקטורים הם בלתי תלויים (בדיקה קלה!)
2. כאן הם כן תלויים היות ומעל 
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שאלה 5.4

השאלה היא האם קיים צירוף 
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 שאינו טריוויאלי.

ניתן לראות כי: 
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 לכן המטריצות תלויות ליניארית.

שאלה 5.6

1. נניח שהווקטורים 
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 תלויים ליניארית ו- 
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 תלויים ליניארית קיים צירוף ליניארי  לא טריוויאלי 
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 (כלומר לא כל המקדמים שווים אפס). יהי 
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 וקיבלנו הדרוש. 
שימו לב ש
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2. עפ"י הנתון נקבל שקיים 
[image: image136.wmf]1

in

££

 כך ש 
[image: image137.wmf]1

n

jji

j

ji

vv

a

=

¹

=

å

   ולכן 
[image: image138.wmf]1

0

n

jji

j

ji

vv

a

=

¹

-=

å

r

 וקיבלנו צירוף ליניארי לא טריוויאלי (שהרי המקדם של 
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 תלויים ליניארית לכן קיים צירוף ליניארי  לא טריוויאלי 
[image: image142.wmf]1

1

0

n

iin

i

vv

aa

+

=

+=

å

r

 (כלומר לא כל המקדמים שווים אפס). נראה שבהכרח 
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 בלתי תלויים ליניארית ומכאן 
[image: image148.wmf]
[image: image149.wmf]0,1

i

in

a

="££

 אבל גם 
[image: image150.wmf]1

0

n

a

+

=

 בסתירה לכך  שהצירוף הליניארי 
[image: image151.wmf]1

1

0

n

iin

i

vv

aa

+

=

+=

å

r

 אינו טריוויאלי. מכאן, 
[image: image152.wmf]1

0

n

a

+

¹

 ואז  
[image: image153.wmf]1

1

n

i

i

i

n

vv

a

a

=

+

æö

-=

ç÷

èø

å

.

שאלה 5.7
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 נקבל שבהכרח כל קבוצה המכילה את וקטור האפס תלויה ליניארית.
4. עפ"י סעיף קודם הקבוצה 
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שאלה 5.8

1. הפרכה-  תהיינה 
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 בת"ל. הערה- את הגרירה האחרונה ניתן היה להסיק רק בשדה עם מאפיין שונה מ
[image: image195.wmf]2

.

שאלה 6.2

נוכיח את כל השאלה בשימוש תכונות מוכרות (למרות שניתן לפתור גם ישירות).
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[image: image225.wmf]()

spanA

  תת מרחב ולכן אם נציב 
[image: image226.wmf]()

WspanA

=

   נקבל מסעיף א  
[image: image227.wmf](

)

spanWW

=

 ומכאן  
[image: image228.wmf](

)

(

)

(

)

spanspanAspanA

=

.
_1411992250.unknown

_1411992315.unknown

_1411992347.unknown

_1411992379.unknown

_1411992395.unknown

_1411992403.unknown

_1411992407.unknown

_1411992411.unknown

_1411992413.unknown

_1411992414.unknown

_1411992415.unknown

_1411992412.unknown

_1411992409.unknown

_1411992410.unknown

_1411992408.unknown

_1411992405.unknown

_1411992406.unknown

_1411992404.unknown

_1411992399.unknown

_1411992401.unknown

_1411992402.unknown

_1411992400.unknown

_1411992397.unknown

_1411992398.unknown

_1411992396.unknown

_1411992387.unknown

_1411992391.unknown

_1411992393.unknown

_1411992394.unknown

_1411992392.unknown

_1411992389.unknown

_1411992390.unknown

_1411992388.unknown

_1411992383.unknown

_1411992385.unknown

_1411992386.unknown

_1411992384.unknown

_1411992381.unknown

_1411992382.unknown

_1411992380.unknown

_1411992363.unknown

_1411992371.unknown

_1411992375.unknown

_1411992377.unknown

_1411992378.unknown

_1411992376.unknown

_1411992373.unknown

_1411992374.unknown

_1411992372.unknown

_1411992367.unknown

_1411992369.unknown

_1411992370.unknown

_1411992368.unknown

_1411992365.unknown

_1411992366.unknown

_1411992364.unknown

_1411992355.unknown

_1411992359.unknown

_1411992361.unknown

_1411992362.unknown

_1411992360.unknown

_1411992357.unknown

_1411992358.unknown

_1411992356.unknown

_1411992351.unknown

_1411992353.unknown

_1411992354.unknown

_1411992352.unknown

_1411992349.unknown

_1411992350.unknown

_1411992348.unknown

_1411992331.unknown

_1411992339.unknown

_1411992343.unknown

_1411992345.unknown

_1411992346.unknown

_1411992344.unknown

_1411992341.unknown

_1411992342.unknown

_1411992340.unknown

_1411992335.unknown

_1411992337.unknown

_1411992338.unknown

_1411992336.unknown

_1411992333.unknown

_1411992334.unknown

_1411992332.unknown

_1411992323.unknown

_1411992327.unknown

_1411992329.unknown

_1411992330.unknown

_1411992328.unknown

_1411992325.unknown

_1411992326.unknown

_1411992324.unknown

_1411992319.unknown

_1411992321.unknown

_1411992322.unknown

_1411992320.unknown

_1411992317.unknown

_1411992318.unknown

_1411992316.unknown

_1411992282.unknown

_1411992298.unknown

_1411992306.unknown

_1411992311.unknown

_1411992313.unknown

_1411992314.unknown

_1411992312.unknown

_1411992308.unknown

_1411992309.unknown

_1411992307.unknown

_1411992302.unknown

_1411992304.unknown

_1411992305.unknown

_1411992303.unknown

_1411992300.unknown

_1411992301.unknown

_1411992299.unknown

_1411992290.unknown

_1411992294.unknown

_1411992296.unknown

_1411992297.unknown

_1411992295.unknown

_1411992292.unknown

_1411992293.unknown

_1411992291.unknown

_1411992286.unknown

_1411992288.unknown

_1411992289.unknown

_1411992287.unknown

_1411992284.unknown

_1411992285.unknown

_1411992283.unknown

_1411992266.unknown

_1411992274.unknown

_1411992278.unknown

_1411992280.unknown

_1411992281.unknown

_1411992279.unknown

_1411992276.unknown

_1411992277.unknown

_1411992275.unknown

_1411992270.unknown

_1411992272.unknown

_1411992273.unknown

_1411992271.unknown

_1411992268.unknown

_1411992269.unknown

_1411992267.unknown

_1411992258.unknown

_1411992262.unknown

_1411992264.unknown

_1411992265.unknown

_1411992263.unknown

_1411992260.unknown

_1411992261.unknown

_1411992259.unknown

_1411992254.unknown

_1411992256.unknown

_1411992257.unknown

_1411992255.unknown

_1411992252.unknown

_1411992253.unknown

_1411992251.unknown

_1411992218.unknown

_1411992234.unknown

_1411992242.unknown

_1411992246.unknown

_1411992248.unknown

_1411992249.unknown

_1411992247.unknown

_1411992244.unknown

_1411992245.unknown

_1411992243.unknown

_1411992238.unknown

_1411992240.unknown

_1411992241.unknown

_1411992239.unknown

_1411992236.unknown

_1411992237.unknown

_1411992235.unknown

_1411992226.unknown

_1411992230.unknown

_1411992232.unknown

_1411992233.unknown

_1411992231.unknown

_1411992228.unknown

_1411992229.unknown

_1411992227.unknown

_1411992222.unknown

_1411992224.unknown

_1411992225.unknown

_1411992223.unknown

_1411992220.unknown

_1411992221.unknown

_1411992219.unknown

_1411992202.unknown

_1411992210.unknown

_1411992214.unknown

_1411992216.unknown

_1411992217.unknown

_1411992215.unknown

_1411992212.unknown

_1411992213.unknown

_1411992211.unknown

_1411992206.unknown

_1411992208.unknown

_1411992209.unknown

_1411992207.unknown

_1411992204.unknown

_1411992205.unknown

_1411992203.unknown

_1411992194.unknown

_1411992198.unknown

_1411992200.unknown

_1411992201.unknown

_1411992199.unknown

_1411992196.unknown

_1411992197.unknown

_1411992195.unknown

_1411992190.unknown

_1411992192.unknown

_1411992193.unknown

_1411992191.unknown

_1411992188.unknown

_1411992189.unknown

_1411992187.unknown

