
  2פיתרון תרגיל                                              

 בקטע   c , dתהיינה שתי נקודות  ,   קיום נגזרת שנייה  אי שלילית בקטע  –בהתקיים התנאי הנתון  .1

אז   הנקודה .   c < dונניח  כי 
𝑐+𝑑

2 
נזכיר כי משפט ערך הביניים של .  ל "נמצאת בין שתי הנקודות הנ 

LAGRANGE  " עבור פונקציה רציפה בקטע סגור וגזירה בקטע הפתוח " תופס . 

,𝑐]בקטע      LAGRANGEנפעיל את משפט 
𝑐+𝑑

2
]ובקטע  ,  [

𝑐+𝑑

2
, 𝑑]    ונקבל  נקודות 𝑥1 , 𝑥2   

 :  כך ש  
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𝑑−𝑐
= 𝑓 1  𝑥1 , 𝑤𝑖𝑡: 𝑐 < 𝑥1 < 𝑐+𝑑
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 𝑓 𝑑 − 𝑓(𝑐+𝑑
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=
[𝑓 𝑑 −𝑓(𝑐+𝑑

2
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𝑑−𝑐
= 𝑓 1  𝑥2   𝑤𝑖𝑡:

𝑐+𝑑

2
< 𝑥2 < 𝑑  

 

𝑥1בין היתר נקבל   כי    < 𝑥2  . 

𝑥1]בקטע    הנגזרת עבור    LAGRANGEלפי  הנתון ניתן להשתמש במשפט , כעת  , 𝑥2]  ולקבל : 

                
𝑓 1  𝑥2 −𝑓 1 (𝑥1)

𝑥2−𝑥1
= 𝑓 2  𝑡 ≥ 0 , 𝑥1 < 𝑡 < 𝑥2  

   -לכן נקבל 
[𝑓 𝑑 −𝑓(𝑐+𝑑

2
)]∙2

𝑑−𝑐
= 𝑓 1  𝑥2 ≥ 𝑓 1  𝑥1 =

[𝑓(𝑐+𝑑
2

)−𝑓 𝑐 ]∙2

𝑑−𝑐
    

)𝑓: ואחרי שנפשט זאת נקבל 
𝑐+𝑑

2
) ≤

𝑓 𝑐 +𝑓(𝑑)

2
 . 

= 𝑓 k  𝑥:     היא  𝑥𝑒𝑥של הפונקציה   Kנשים לב שהנגזרת מסדר  .2 𝑒𝑥 𝑥 + 𝑘    ולכן :𝑓 k  0 = k  

 : יהיה ' ולכן פיתוח מקלוריין של הפונקציה עם שארית בצורת לגרנז

 𝑥𝑒𝑥 =
𝑥

1!
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2

2!
𝑥2 + ⋯ +

𝑛

𝑛 !
𝑥𝑛 +

𝑒 𝑐𝑥 (𝑛+1+𝑐𝑥 )

 𝑛+1 !
𝑥𝑛+1       כאשר נקודת הביניים 𝑐𝑥 ביןx 0 -ל  . 



את נמצא עד איזה סדר יש לפתח למקלוריין  0.0001בדיוק העולה על  0.1𝑒0.1אם נידרש לחשב את  , כעת 

 :  0.0001תהיה קטנה מ , בערכה המוחלט , הפונקצייה כך שהשגיאה 

0נשים לב  כי   אם  < 𝑐 < 1:    אז קיים  0.1 < 𝑒𝑐 < 𝑒0.1 < 40.5 =  : ולכן נקבל  2

  R𝑛(0.1) =  
𝑒c (n+1+c)

 n+1 !
0.1𝑛+1 ≤

2(𝑛+1+1)

 n+1 !
0.1n+1 ≤

2(𝑛+2)

 n+1 !10n  נקבל   n=3ועבור        1+

2(𝑛+2)

 n+1 !10n+1 =
2(5)

4!104 ≤
1

2
∙
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104 <
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104   

 : נקבל ,  3ולכן קיבלנו שאם נפתח פיתוח מקלוריין לפולינום מדרגה  

  
0.1

1!
+
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2!
0.12 +

3

3!
0.13 − 0.1𝑒0.1 <

1

104
  

=  𝑥  נסתכל על הפונקציה     . 3 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥)  . אז זו פונקציה שגזירהn   פעמים לכלx  . 

ונשים לב כי , " עם  שארית בצורת לגרנז      𝑥0מסביב לנקודה   n-1נפתח פיתוח טיילור שלה מסדר , אם כך 

 קיים

 k  𝑥0 = 𝑓 k  𝑥0 − 𝑔 k  𝑥0 = 0, 𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − <  𝑛  𝑥: ובנוסף קיים    1  . xלכל  0

𝑥לכן  עבור  > 𝑥0  קיים: 

   𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 =  𝑥 =  𝑥0 +
  1  𝑥0 

1!
 𝑥 − 𝑥0 + ⋯ +

  𝑛−1 (𝑥0)(𝑥−𝑥0)𝑛−1

 𝑛−1 !
+

  𝑛 (𝑐)(𝑥−𝑥0)𝑛

𝑛 !
> 0 

𝑥)ועבור    𝑥0 -ל      𝑥נקודה בין  cכאשר  − 𝑥0)𝑛 > 0 . 

 ... כי אז בכל פיתוח נקבל נקודת ביניים אחרת , לא יעבוד  f -ו gשימו לב שפיתוח טיילור בנפרד ל *

b )עבור  , נשתמש בסעיף א . א𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 , 𝑔 𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2
𝑥0כאשר הנקודה המדוברת היא    = 0 

 . ונקבל את התוצאה 



𝑒xשימו לב שקיבלנו חסם  טוב יותר מאשר החסם   ° > 𝑥 + שקיבלתם בעזרת משפט ערך הביניים של  1

 .  1 -עדינה יותר בעזרת נגזרות מסדר גבוה יותר מ" חקירה "כאן אנו מבצעים   " -לגרנז

 .  0בשני צידי אי השיוויון בפיתוח סביב הנקודה '  גם כאן נשתמש בסעיף א .ב

lim𝑥→0 .א .4
cos  𝑥 −𝑒

−𝑥2

2

𝑥4
: 

ולכן נבטא את המונה בעזרת פולינום טיילור ועוד שארית בצורה , הפונקציות במונה ובמכנה גזירות מכל סדר 

− cos 𝑥:  0מסביב לנקודה , " קטן O"של  𝑒
−𝑥2

2 𝑓 𝑥 = , ו  2, 1,  0המונה שלנו מקיים שנגזרותיו מסדר– 

= 𝑓 𝑥ונקבל לכן , באפס מתאפסות  3 cos 𝑥 − 𝑒
−𝑥2
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כלומר נפתח לפולינום ועוד איבר שארית עד )  

 ...( .שנגיע למצב במונה ובמכנה של איברים שהם קבועים ועוד איברים ששואפים לאפס כשניקח גבול 

lim𝑥→∞[𝑥 .ב − 𝑥2 𝑙𝑛  1 +
1

𝑥
 ]  

𝑥נשים לב כי עבור חילוף משתנה   =
1

𝑦
𝑥קיים       → ∞ ⇔ 𝑦 →  :ולכן קיים  +0
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lim𝑥→1 .ג
𝑙𝑛𝑥

𝑥2+𝑥−2
  

לכן נפתח  פיתוח טיילור את המונה   1-ואותנו מעניין הגבול  ב xנשים לב שבמונה יש פולינום בחזקות של 

 : ולכן ...   x-dכפולינום בחזקות של  x-cאנו יודעים להביע פולינום בחזקות של .   x=1מסביב ל , והמכנה 

𝑥2 + x − 2 = 3 x − 1 + (𝑥 − 1)2    , ln 𝑥 = ln 1 + 1 𝑥 − 1 + 𝜊 𝑥 − 1 = 𝑥 − 1 + 𝜊(𝑥 − 1)  

: ולכן 
ln(𝑥)
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=
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𝑛יש להוכיח כי עבור . 5 > 0: מתקיים , מספר טבעי   0 <
1

𝑛
− ln  1 +

1

𝑛
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1

2𝑛2
 :  

 : הבא (  ' עם שארית בצורת לגרנז)  אנו מכירים כבר את פיתוח המקלוריין

ln 1 + 𝑥 = 𝑥 −
𝑥2

2(1+𝑐)2
, 0 < 𝑐 < 𝑥  
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 !                 חיובי                                           

                                          


