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הנורמאליותהמשוואותמערכת
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קיום ויחידות של פתרון למערכת המשוואות  

הנורמאליות
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ולכן למערכת המשוואות הנורמאליותסימטרית ומוגדרת חיוביתהנה 

.קיים פתרון יחיד 
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פונקציות בסיסיות כלליות-מקרה כללי 
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דיסקרטית של פונקציותמכפלה סקאלרית: הגדרה 

על קבוצת נקודות             היא הסכום
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אם מתקיים:הגדרה
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שכאשר קבוצת הפונקציות הבסיסיות                  , בדוגמא זו ניכרת התכונה

ת  מתקבלת מטריצ, ’             על קבוצת הנקאורתוגונאליתהיא 
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מסקנה חשובה

כאשר קבוצת הפונקציות הבסיסיות                 היא אורתוגונאלית  
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אזי פתרון המערכת 
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דוגמא נוספת לפולינומים אורתוגונאליים

)(1,)(,)(2נבחר   2

210  xxxxx 

21212

21012

11111

21112

21012

2

1

0













y

x

022)1(1)2(0)1()1(2)2(,

021)1(1)2(1)1(121,

0211101)1(1)2(1,

21

20

10













:נבדוק תחילה שזוהי קבוצת פונקציות אורתוגונלית על הנקודות               5

1kkx

17



כאשר הפונקציות הבסיסיות הן אורתוגונאליות מתקבלת מערכת  ,כזכור

:  אלכסונית
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:בדוגמא זו מתקיים
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מקרה רציף–קירוב ריבועים מינימאליים 

-נתונות                    פונקציות בסיסיות ו 

אנו מעונינים למצוא   מקדמים                        עבור                                
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דוגמא

  [-1,1]a,b , f ( x ) x 

נבחר פונקציות בסיסיות                                              'אפשרות א

(במקרה זה הקבוצה הבסיסית איננה אורתוגונאלית )
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מתקבלת מערכת המשוואות
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פולינומים אורתוגונאליים בקטע רציף

לפי מכפלה סקלרית רציפה [ -1,1]פולינומים אורתוגונלים בקטע 

נדר’פולינומי לזוהם נקראים  , ידועים

כיוון שתכונת האורתוגונליות נשמרת אם כופלים פונקציות בסיסיות  

.מקובל להשתמש בפולינומים מתוקנים, בקבועים

[:-1, 1]נדר מנורמלים בקטע ’להלן מספר פולינומי לז
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25.בהמשך נתוודע לנוסחה רקורסיבית  לחישוב פולינומים אלו:הערה



( 1752-1833)

Adrien-Marie Legendre
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[a, b]לקטע [ 1,1-]מעבר מקטע 

:כלשהו נבצע את הטרנספורמציה הבאה[ a ,b]על מנת לעבור לקטע 
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לפי  [ a ,b]באמצעות נוסחה זו ניתן לבנות פולינומים אורתוגונלים בקטע 

.מכפלה סקלרית רציפה                                         

:דוגמא

:                    (י נוסחת המעבר"ע) נבחר                     ונקבל ]1,0[],[ ba
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מקרה כללי: מכפלה פנימית של פונקציות 

מכפלה פנימית רציפה של שתי פונקציות היא•

, ( ) ( ) ( )

b
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f g w x f x g x dx 

( ):[ , ]w x a b  היא פונקצית משקל חיובית כאשר 

מכפלה פנימית על קבוצת נקודות •
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תכונות של פולינומים אורתוגונליים

1תכונה 

אזי היא בלתי תלויה  ,-אם            קבוצה אורתוגונאלית כך ש

.ליניארית

:  הוכחה 

.יש להראות כי אם                         אז                             

נבצע מכפלה סקלארית של שני האגפים ב            ונקבל

(.  פ                   "עבור           לפי אקסיומות מ) כלומר             

ל.ש.מ
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2תכונה 

כצירוף ,באופן יחיד ,כל פולינום               ממעלה           ניתן להציג 

כלומרליניארי של

כאשר        
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 ( מקדמי פוריהמקדמים אלו נקראים)

,  פולינומיםn+1היא קבוצה בלתי תלויה ליניארית של :הוכחה 

ולכן היא מהווה בסיס במרחב הפולינומים ממעלה 

(  1)המקדמים                      יתקבלו כתוצאה מהכפלת שני אגפי  

באופן סקלרי ב 

 n

kkP
0

n

kk

kn

k
PP

Pq
c

,

,


)(xPk

30ל.ש.מ



3תכונה 

פולינום כלשהו -אם            קבוצה של פולינומים אורתוגונליים ו 

ממעלה             אזי

.  ניתן לרשום                         2על סמך תכונה : הוכחה 

ולכן 
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-משפט בדבר השורשים של פולינומים אורתוגונליים 

המקרה הרציף

אם           פולינום ממעלה       אשר אורתוגונאלי לכל פולינום ממעלה          

כלומר                                      לכל            ממעלה    
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המשך ההוכחה

],[0)()( baxxqxP mn 0],[או)()( baxxqxP mn 
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יחס הנסיגה בין פולינומים אורתוגונליים: משפט

אזי, תהי                   קבוצה של פולינומים אורתוגונליים מתוקנים
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הוכחת המשפט

נו פולינום מתוקן ממעלה           נציג אותו  ינתבונן בפולינום              שה
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:                                                                    או באופן שקול

י ההצבה"ע( 1)הצגה זו שקולה להצגה 

(.4)ושימוש בנוסחאות 

)(נעיר כי              פולינום מתוקן  ממעלה             לכל   
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מספיק להראותעל מנת להוכיח את ההצגה השנייה עבור:הערה 
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מקרה דיסקרטי: בניית פולינומים אורתוגונליים

ברצוננו לבנות                   קבוצת  ’                           נתונה קבוצת נק

.אלה’ פולינומים אורתוגונלים על נק

תהליך האורתוגונליזציה של גרם שמידטתהליך בנייה זה ידוע בשם 

:ונתאר אותו להלן
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ניתן להצגה1כל פולינום מתוקן ממעלה : 1צעד 
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-עבור קבועים כלשהם      ו

ביחס לראשיתסימטריתאם קבוצת הנקודות             : הערה

.אזי                 ולכן            

 N

kkx
1

00 
1

0



N

k

k

x

:ניתן להצגה2כל פולינום מתוקן ממעלה : 2צעד 

  )(
~

)(
~

)(
~

01112 xPxPxxP  

11.

-אורתוגונלי ל-נבחרים כך ש-הקבועים      ו

ביחס לקבוצת הנקודות    -וגם ל

1 1)(
~

2 xP)(
~

0 xP

)(
~
1 xP N

kkx
1

.


0)(
~

)(
~~

,
~

1

2020 


N

k

kk xPxPPP

40



  

 

00

01

1

2

0

1

01

1

1 1

2

0101

1 1

1010110

1

01110

~
,

~

~
,

~

)(
~

)(
~

)(
~

)(
~

)(
~

)(
~

0)(
~

)(
~

)(
~

)(
~

)(
~

0)(
~

)(
~

)(
~

PP

PPx

xP

xPxPx

xPxPxPx

xPxPxPxPxxP

xPxPxxP

N

k

k

N

k

kkk

N

k

N

k

kkkk

N

k

N

k

kkkkkk

N

k

kkkk













 

 







 

 











00

01

1 ~
,

~

~
,

~

PP

PPx


כמו קודם 

00

11

00

01

1 ~
,

~

~
,

~

~
,

~

~
,

~

PP

PP

PP

PPx


N

xP
N

k

k
 1

2

1

1

)(
~



41



-כעת נמשיך עם הדרישה לאורתוגונליות של              ו )(
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באופן דומה אפשר להמשיך ולקבל
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שבונים עבור האורתוגונליםקבוצת הפולינומים :הערה 

הטבלה                     תלויה רק בנקודות             ולא  בערכי הפונקציה  

.בנקודות אלו

:לדוגמא

קבוצת הפולינומים האורתוגונלים שנבנה עבור הטבלה
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דוגמא

נתונה הטבלה

.ל”הנקודות הנ' מצאו שלושה פולינומים אורתוגונלים על קב. 1

חשבו בעזרת פולינומים אלה את הפולינום             שהוא המקרב . 2

.הטוב ביותר לטבלה במובן  הריבועים המינימאליים
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טבלת פולינומים אורתוגונליים ידועים 
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טבלת פולינומים אורתוגונליים ידועים 

49



טבלת פולינומים אורתוגונליים ידועים 
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של משוואות הקירובליניאריזאציה

-ערכי הפונקציה וידוע שהפונקציה מתנהגת כnנניח כי בניסוי נמדדו 1)
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ebxf 1

0)( 

  xbbebxf
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1
100 ln)ln()(ln 

0b1דרוש למצוא את המקדמים  ,bי הפונקציה יהיה  "כך שהקירוב ע

:משני האגפים של המשוואהlnניקח . הכי קרוב לנקודות המדידה

iiנסמן                    ונקבל משוואת קו המגמה yxf )(ln

ii xaay 10 
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של משוואות הקירובליניאריזאציה

גם במקרה הזה  .  נניח כי הפונקציה מתנהגת כ                       2)

:  נשתמש בהתמרה לוגריתמית
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כמו במקרה הקודם נסמן                     ושוב נקבל משוואת קו  
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של משוואות הקירובליניאריזאציה

.  נניח כי הפונקציה מתנהגת כ                              3)
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פונקציות לא ליניאריותליניאריזצית
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פונקציות לא ליניאריותליניאריזצית
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מטריציאונירון פת–ריבועים מינימאליים 
נזכר בצורה כללית של בעיית הקירוב
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כאשר, נשים לב כי                 TQQA 
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: והמערכת נראית כך   
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דרוש לקרב את הנתונים שבטבלה:דוגמה

)1ln()( xb
x

a
xy 

1 1 1 1 1
1 2 3 4 31 0.5 0.25

ln(1 1) ln(1 2) ln(1 3) ln(1 4) 0.693 1.098 1.386 1.609

   
    

      
Q

י הפונקציה"ע

פונקציות הבסיס כאן                                  . פיתרון

:Qנבנה מטריצת 
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:נקבל מערכת המשוואות
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