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 סימון

,𝐴עבור  𝐵 ⊲ 𝐺. 

,𝑥הקומוטטור של  𝑦: 

[𝑥, 𝑦] = 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1 

 ונסמן:

[𝐴, 𝐵] = 〈[𝑎, 𝑏]|
𝑎 ∈ 𝐴
𝑏 ∈ 𝐵

〉 

 הגדרה

 הסדרה הנגזרת:

𝐺′ = [𝐺, 𝐺], 𝐺(𝑘+1) = 𝐺(𝑘)′
 

𝐺תרגיל: 
𝐾⁄  אבלית אם ורק אם𝐺′ ⊆ 𝐾. 

 הגדרה

𝑖: 𝐺𝑖 היא סדרה תת נורמלית כך שלכלנורמלית סדרה  ⊲ 𝐺. 

 טענה

 שקולות: 𝐺התכונות הבאות על חבורה סופית 

 או ציקליות או ציקליות מסדר ראשוני(.(יש סדרת הרכב עם מנות אבליות  .1

 יש סדרה תת נורמלית עם מנות אבליות. .2

 יש סדרה תת נורמלית עם מנות ציקליות. .3

 יש סדרה תת נורמלית עם מנות ציקליות מסדר ראשוני. .4

 יש סדרה נורמלית עם מנות אבליות. .5

 משפט

𝐺 ה אם ורק אם קיים רפתי𝑘  כך ש- 𝐺(𝑘) = 1. 

 הוכחה

⟹  

 נתבונן בסדרה

1 = 𝐺(𝑘) ⊲ 𝐺(𝑘−1) ⊲ ⋯ ⊲ 𝐺′′ ⊲ 𝐺′ ⊲ 𝐺 
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⟸  

 

□ 

 מסקנה

 היא פתירה.תת חבורה של חבורה פתירה 

 הוכחה

𝐻 ≤ 𝐺  כאשר𝐺 .פתירה 

𝐻(𝑘) -כך ש  𝑘אז יש  ⊆ 𝐺(𝑘) = 1 .□ 

 דוגמא

3עבור קובייה הונגרית  × 3. 

𝑅 = .תמורות על המדבקות של הקובייה 

𝑅 ⊆ 𝑆54 =
3 × 8
פינות

+
2 × 12
צדדים

+
6

מרכזים
 

𝑅 ⊆ 𝑆24 × 𝑆24 

𝑅3 = 𝑅 ∩ 𝑆24מדבקות של פינות
 

תת חבורה

ℤ3
של 8

↪ 𝑅3 → 𝑆8 

 מתקיים:

𝑅3 ≅ (𝑍3
8)0≅ℤ3

7 ⋊ 𝑆8 

𝑅2 ≅ (ℤ2
12)0 ⋊ 𝑆12  
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 נסתכל על:

((ℤ3
8)0 ⋊ 𝑆8) × ((ℤ2)0

12 ⋊ 𝑆12)

 |  
 𝑅  
 |  

((ℤ3
8)0 ⋊ 𝐴8) × ((ℤ2

12)0 ⋊ 𝐴12)

 

 לכן:

|𝑅| =
8!

2
⋅

12!

2
⋅ 37 ⋅ 211 ⋅ 2 

 הגדרה

⋯ סדרה נורמלית ⊲ 𝐺𝑖+1 ⊲ 𝐺𝑖 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐺2 ⊲ 𝐺1 ⊲ 𝐺0 = 𝐺 אם לכל  היא מרכזית𝑖: 

𝐺𝑖
𝐺𝑖+1

⁄ ⊲ 𝑍 (𝐺
𝐺𝑖+1

⁄ ) 

 המנות אבליות. בפרט

 טענה

 קריטריון למרכזיות:

𝐴 ⊲ 𝐺, 𝐴 ⊲ 𝐵 ⊲ 𝐺 

[𝐺, 𝐵] ⊆ 𝐴 ⟺ 𝐵
𝐴⁄ ⊆ 𝑍(𝐺

𝐴⁄ ) 

 הוכחה

𝐵
𝐴⁄ ⊆ 𝑍(𝐺

𝐴⁄ ) ⟺
[𝐺, 𝐵]𝐴

𝐴⁄ = [𝐺
𝐴⁄ , 𝐵

𝐴⁄ ] = 𝐴
𝐴⁄  

 חישוב עזר:

[𝑔𝐴, 𝑏𝐴] = (𝑔𝐴)(𝑏𝐴)(𝑔𝐴)−1(𝑏𝐴)−1 = 𝑔𝑏𝑔−1𝑏−1𝐴 = [𝑔, 𝑏]𝐴 

 הגדרה

 .1 –ל  𝐺המחברת את אם יש לה סדרה מרכזית  נילפוטנטיתהיא  חבורה

 הערה

 ורה נילפוטנטית היא פתירה כי המנות של סדרה מרכזית הן אבליות.כל חב
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 הגדרה

 :הסדרה המרכזית היורדתנגדיר את  .𝐺עבור חבורה 

𝐺(1) ≔ 𝐺

𝐺(2) = [𝐺, 𝐺]

𝐺(3) = [𝐺, [𝐺, 𝐺]]

𝐺4 = [𝐺, [𝐺, [𝐺, 𝐺]]]

⋮
𝐺(𝑛+1) = 𝐺[𝐺, 𝐺(𝑛)]

 

⋯ ⊲ 𝐺(𝑛+1) ⊲ 𝐺(𝑛) ⊲ ⋯ ⊲ 𝐺(1) = 𝐺 

 מקבלים:

⟹ [𝐺, 𝐺(𝑛)] ⊆ 𝐺(𝑛+1) 

⟹  
𝐺𝑛

𝐺(𝑛+1)
⁄ ⊆ 𝑍 (𝐺

𝐺(𝑛+1)
⁄ ) 

 מסקנה

 לכל סדרה מרכזית

⋯ ⊲ 𝐺4 ⊲ 𝐺3 ⊲ 𝐺2 ⊲ 𝐺1 = 𝐺 

 מתקיים:

𝐺(𝑛) ⊆ 𝐺𝑛 

 הוכחה

 .𝑛באינדוקציה על 

𝑛עבור  = 1: 

 שוויון לפי ההנחה.

𝐺(𝑛)נניח  ⊆ 𝐺𝑛:אז . 

𝐺(𝑛+1) = [𝐺, 𝐺(𝑛)] ⊆ [𝐺, 𝐺𝑛] ⊆ 𝐺(𝑛+1) 

□ 

 מסקנה

𝐺  אם ורק אם יש נילפוטנטית𝑛  כך ש- 𝐺(𝑛) = 1. 
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 הגדרה

 :הסדרה המרכזית העולה

𝜁0𝐺 = 1 

𝜁1𝐺 = 𝑍(𝐺) 

ζ𝑛+1𝐺  מוגדרת כך ש- : 

𝜁𝑛+1𝐺
𝜁𝑛𝐺⁄ = 𝑍 (𝐺

𝜁𝑛𝐺⁄ ) 

 מסקנה

1לכל סדרה מרכזית  ⊲ 𝐺1 ⊲ 𝐺2 ⊲ 𝐺𝑛, מתקיים: 𝐺של  ⋯ ⊆ 𝜁𝑛𝐺. 

 סיכום

𝐺  1הסדרה המרכזית היורדת מגיעה ל  ⟺נילפוטנטית 𝐺𝑛כך שמתקיים  𝑛, כלומר קיים − = 1. 

𝐺 העולה מגיעה ל  הסדרה המרכזית  ⟺נילפוטנטית𝐺 𝜁𝑛𝐺 -ש כך  𝑛, כלומר קיים − = 𝐺. 

 משפט

 ( שקולות:𝐺התכונות הבאות ) של חבורה סופית 

1. 𝐺 תנילפוטנטי. 

𝐻 לכל .2 ≨ 𝐺 ,𝐻 ≨ 𝑁𝐺(𝐻). 

 כל תת חבורה מקסימלית היא נורמלית. .3

 כל תת חבורה סילו היא נורמלית. .4

5. = 𝐺  מכפלה ישרה של חבורות𝑝 −. 
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 הוכחה

2 ⟸ 1  

𝐻 ≨ 𝐺 1. נתבונן בסדרה מרכזית ⊲ 𝐺𝑛 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐺2 ⊲ 𝐺1 ⊲ 𝐺0. 

𝐺𝑚המינימלי כך ש  𝑚נבחר  ⊆ 𝐻 −. 

 -)מכיוון ש  תרגיל:
𝐺(𝑚−1)

𝐺𝑚
⁄ ⊆ 𝑍 (𝐺

𝐺𝑚
⁄ )) ,𝐺𝑚−1 ⊆ 𝑁𝐺(𝐻). 

3 ⟸ 2  

𝑀לכל  ≨ 𝐺  ,מקסימלית𝑀 ⊲ 𝐺 ⟸ 𝑁𝐺(𝑀) = 𝐺 ⟸ 𝑀 ≨ 𝑁𝐺(𝑀) ≤ 𝐺. 

4 ⟸ 3  

𝑃. נניח סילו תת חבורת 𝑃תהי  ⊆ 𝑁𝐺(𝑃) ≠ 𝐺. 

𝑁𝐺(𝑃)יש  ⊂ 𝐺  .כעת, מקסימלית𝑀 = 𝑁𝐺(𝑀) = 𝐺.סתירה , 

5 ⟸ 4  

 הוכחנו.

1 ⟸ 5  

,𝐺אם  𝐻  נילפוטנטיות אז גם𝐺 × 𝐻  נילפוטנטית, כי[𝐺 × 𝐻](𝑛) = 𝐺(𝑛) × 𝐻(𝑛). 

𝑝חבורת  𝑃תהי  𝜁1𝑝אז  − ≠ 𝜁𝑛𝐺ובאינדוקציה, , 1 ⊂ 𝜁𝑛+1𝐺 כלומר כל חבורת .𝑝 − 

 נילפוטנטית.
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 משפט המיון לחבורות אבליות נוצרות סופית

 (𝑛, 𝑚) = 1 ⟺ ℤ𝑛 × ℤ𝑚 ≅ ℤ𝑛𝑚 

 מסדר סופי נקרא "מפותל" איבר. 

ℤ𝑛חבורה אבלית נוצרת סופית חסרת פיתול  =. 

 היא סופית.מפותלת חבורה אבלית נוצרת סופית 

ℤ𝑛 =כל חבורה אבלית נוצרת סופית  ×  .סופי

  כל חבורה אבלית סופית היא מכפלה ישרה של חבורות𝑝  אבליות. −

  כל חבורת𝑝  .אבלית סופית היא מכפלה ישרה של חבורות ציקליות −

 אבלית נוצרת סופית היא מכפלה ישרה של חבורות ציקליות.לכן כל חבורה 

  הגדרה

ℤ𝑑1המכפלה 
× ℤ𝑑2

× ⋯ × ℤ𝑑𝑛
𝑑𝑖כאשר )  =  מתקיים:אם צורה קנונית נקראת  (ℤמשמעו  0

𝑑1|𝑑2, 𝑑2|𝑑3, ⋯ , 𝑑𝑛−1|𝑑𝑛 

  משפט המיון

 יחידה.לכל חבורה אבלית נוצרת סופית יש צורה קנונית 

 

 − סוף הקורס −

 


