
(
ψj ,Ω

2
j

)
,
(
ϕi,Ω

1
i

)
:M אטלס •

:∂M אטלס •

(∂M)hat ψ̃j (t1, . . . tk−1) = ψj (t1, . . . tx−1, 0)
(
ψ̃j ,Ω

2
j ∩ ∂Hk

)

t = (t1, . . . tk−1, 0) ∈ ∂Hk x = ψ (t) x ∈ ∂M

ξi = ψ̃′ (t1, . . . tk−1) ei Tx (∂M) =
{
ψ̃′ (t1, . . . tk−1) ı̂

∣∣∣̂ı ∈ Rk−1
}

[∂1, . . . ∂k−1] :Tx (∂M) של הבסיס
Tx (M) =

{
ψ′ (t1, . . . tk−1, 0) ξ

∣∣ξ 6= Rk
}

הרגיל הבסיס ← [∂1, . . . ∂k−1, ψ
′ (t1, . . . tk−1, 0) ek] :Tx (u) של הבסיס

dimTx (M) = k dimTx (∂M) = k − 1

Tx (∂M) ⊂ Tx (M)

dim {h 6= Tx (M)|h ⊥ Tx (∂U)} = 1

ξk 6= 0 כאשר h = ψ′ (t1, . . . tk−1, 0) ξ אזי h ⊥ Tx (∂M)ו h ∈ Tx (M) אם

הגדרה

.ξk 6= 0 ,h = ψ′ (t1 . . . tk−1, 0) ξ ⊥ Tx (∂M) יהי
פונה hש נאמר אז ξk > 0 ואם חיצוני) בחוץ(וקטור פונה hש נאמר אז ξk < 0 אם

פנימי). בפנים(וקטור

M = Hk

−ek היחידה: חיצוני וקטור •

ek היחידה: פנימי וקטור •

v = ψ′ (u0) ξ ξk < ז״א חיצוני, וקטור V נניח .ψ (u0) = x0 ∈ ∂M ,u0 ∈ ∂Hk נניח
.0

עקום: נגדיר

γ (t) = ψ (u0 + tξ) t ∈ (−ε, 0)
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γ (0) = ψ (u0) = x0

γ′ (0) = ψ′ (u0) ξ = v

v = γ′ (0) = lim
h→ 0
h < 0

γ (h)− γ (0)

h

היחידה! חיצוני וקטור vx
Tx (M) של [vx, ∂1, . . . ∂k−1] שהבסיס כך Tx (∂M) של [∂1, . . . ∂k−1] בסיס נבחר

מגדיר. Tx (M) של הרגיל שהבסיס אוריינטציה אותה מגדיר

למה

אזי k־ממדי. משטח M ⊂ Rn יהי

(∂M)ind = (−1)
k

(∂M)hat

במימד! תלויה שהאוריינטציה אומר זה הערה:

הלמה הוכחת

[vx, γ1, . . . γk−1] = − [γ1, vx, γ2, . . . γk−1] = [γ1, γ2, vx, . . . , γk−1] = · · · =

= (−1)
k−1

[γ1, γ2, . . . γk−1, vx] = (−1)
k

(γ1, γ2, . . . γk−1, ψ
′ (t1, . . . tk−1, 0) ek)

vx = v0 − αψ′ (t1, . . . tk−1, 0) ek α > 0 v0 ∈ Tx (∂M)

היא [γ1, . . . γk−1, ψ
′ (t1, . . . tk−1, ו[(0 [γ1, . . . γk−1, vx] בין מעבר )מטריצת

I 0
· · · −α

)
= A

detA = −α < 0

[γ̃1, . . . γ̃k−1] זוגי אי k עבור

[vx, γ̃1, . . . γ̃k−1] = (−1)
k

[γ̃1, . . . γ̃k−1, ψ
′ (t1, . . . tk−1, 0) ek]
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דוגמה

קומפקטית. קבוצה K ⊂ R2 תהי
[e1, e2],R2 = Tx (K)ש אוריינטציה אותה מגדיר [v, h] :h ∈ Tx (∂K)

דוגמה

קומפקטית. קבוצה K ⊂ R3 תהי
:[e1, e2, e3]ש אוריינטציה אותה מגדיר [v, r′u, r

′
v] אז חיצוני נורמלי v אם :(∂K)ind[

r′u × r′v
‖r′u × r′v‖

, r′u, r
′
v

]
= [e1, e2, e3]

ש כזאת r = r (u, v) ,∂K של הפרמטריזציה

v =
r′u × r′v
‖r′u × r′v‖

:[r′u, r
′
v]ש אוריינציה אותה מגדיר [v, h] :h ∈ Tx (∂M)

[n, r′u, r
′
v] = [e1, e2, e3]⇒ [n, v, h] = [e1, e2, e3]

תזכורת

ω : Ω→ ∧k (Rn) :Rn עם דיפרנציאלית kתבנית־
Rnב פתוחה קבוצה Ω

ω (x) ∈ ∧k ,x ∈ Ω לכל

ω (x;h1, h2, . . . hk) x ∈ Ω, hi ∈ Rn

כללית: צורה

ω =
∑

1≤j1≤···≤jk≤n

ωi1,...ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (x;h1, h2, . . . hk) = πi1,...ik =

∣∣∣∣∣∣∣
h1i1 · · · hki1
...

. . .
...

h1ik · · · hkik

∣∣∣∣∣∣∣
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הגדרה

kתבנית־ ω דיפרנציאבילית, פונקציה ϕ : U → V פתוחות, קבוצות U ⊂ Rm ,V ⊂ Rn יהיו
.Rn על דיפרנציאלית

ידי על מוגדרת (pullback)ϕ∗ העתקה

ϕ∗ω

 t︸︷︷︸
∈U

; v1︸︷︷︸
∈Rm

, v2︸︷︷︸
∈Rm

, . . . vk︸︷︷︸
∈Rm

 = ω

ϕ (t)︸︷︷︸
∈V

;ϕ′ (t) v1︸ ︷︷ ︸
∈Rn

, ϕ′ (t) v2︸ ︷︷ ︸
∈Rn

, . . . ϕ′ (t) vk︸ ︷︷ ︸
∈Rn


ϕ∗ω Rm על kלתבנית־ ω Rn על kמתבנית־ פונקציה היא ϕ∗

ϕ∗f (t) = f (ϕ (t)) תבנית־0: k = 0 עבור

משפט

מתקיים

ϕ∗ (dω) = d (ϕ∗ω)

הוכחה

ω = πi (x) = xi תבנית־0, ω

ω = πi (x) = xi

dϕi (t)

ϕ = (ϕ1 (t) , ϕ2 (t) , . . . ϕn (t))

ϕ∗ (πi) = πi (ϕ) = ϕi (t)
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