
 הרצאה 6
 מרחבים ווקטורים

 
 הגדרה

+,עם פעולות חיבור וכפל של שדה  Fמרחה ווקטורי הוא מבנה המורכב משדה  i
F F

שעליה  Vוקבוצה  

iיש אותן תכונות של שדה שאינן מערבות כפל. בנוסף, יש פעולה  V, כך של +Vמוגדרת פעולת חיבור 
FV

 

  של כפל סקלר בווקטור, שמקשרת בין המבנים.
(כפל סקלרי) נקראת  ViFופעולה  Vקטורי) המוגדרת על (חיבור ו +Vעם פעולה  Vשדה. קבוצה  Fיהא 

  אם מתקיימות התכונות הבאות: Fמרחב ווקטורי מעל השדה 
u,מוגדרות החיבור. לכל  .1 v V∈  מתקייםvu v V+ ∈.  

,קיבוץ. לכל  .2 ,u v w V∈  מתקיים( ) ( )V V V Vu v w u v w+ + = + +. 

u,חילוף. לכל  .3 v V∈  מתקייםV Vu v v u+ = +. 

0Vאיבר ניטרלי. קיים איבר  .4 V∈  כך שלכלv V∈  0מתקייםV Vv V+ =. 

vאיבר נגדי. לכל  .5 V∈  קייםv V− )כך ש  ∋ ) 0V Vv v+ − =. 

 תכונות הכפל הסקלרי: .6
vמוגדרות. לכל  .א V∈  וα ∈F  מתקייםV v Vα ∈i

F
. 

α,קיבוץ. לכל  .ב β ∈F  ולכלv V∈  מתקיים( ) ( )V V Vv vα β α β=i i i i
F F F F

. 

vכפל יחידה. לכל  .ג V∈  1מתקיים V v v=i
F

. 

 פילוג. .ד
i.  לכלα ∈F  ולכל,u v V∈  מתקיים( )V V Vu v u vα α α+ = +i i i

F F F
. 

ii.  לכל,α β ∈F  ולכלv V∈  מתקיים( ) V V Vv v vα β α β+ = +i i i
F F F F

. 

  
  נקראים סקלרים. Fנקראים וקטורים, ואיברי השדה  Vאברי הקבוצה 

  
  כונות המרחב הוקטורית

αלכל  .1 ∈F ,0 0α =
� �

.  

vלכל  .2 V∈ ,0 0v =
� �

. 
vלכל  .3 V∈  ולכלα ∈F ,( ) ( )v vα α− = −. 

0vαאם  .4 =
�

0αאז   0vאו  = =
�

. 
  הוכחה

1 .( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0α α α α α α α α α α α α= − = + − = + − = + − = + =
� � � � � � � � � � � � � � �

.  

2 .( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0v v v v v v v v v v v v= − = + − = + − = + − = + =
� � � � � � � � � � � � � � �

.  

3 .( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0v v v v v v v vα α α α α α α α− = − ⇐ + − = ⇐ = + + − = + −
� � �

 .  

0vα. נתון ש 4 =
�

0αנניח ש   0vכיח ש ונו ≠ =
�

0α. מכיוון ש  1αקיים לו איבר הופכי  ≠ −.  

( ) ( )1 1 11 0 0v v v vα α α α α− − −= = = = =
� �

.  

  
  
  



  תרגיל
2יהא 

ℝ  עם פעולת חיבור וקטורים רגילה ז"א( ) ( ) ( ), , ,a b c d a c b d+ = + +.  

  אחד מהסעיפים הבאים מוצעת הגדרה לכפל בסקלר. בדוק האם ההצעה אכן נותנת מרחב וקטורי.בכל 
)א.  ) ( ), : ,x y x yα α=.  

)ב.  ) ( )2 2, : ,x y x yα α α=.  

  פתרון
) שמצד אחד לא מרחב וקטורי מכיוון .א ) ( ) ( ) ( )1 1 , 2 , 2 ,x y x y x y+ = ומצד שני  =

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 1 , 1 , 2 , 2x y x y x y x y+ = + =.  

)וקטורי מכיוון שמצד אחד לא מרחב  .ב )( ) ( ) ( )1 1 , 2 , 4 , 4x y x y x y+ = ומצד שני  =

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 1 , 1 , , , 2 ,2x y x y x y x y x y x y+ = + = + =. 

  דוגמאות למרחבים וקטורים
nהמרחב  .1

F - n
F  מציין את הקבוצה של כל הn- יות הסדורות של איברים בF. 

  נגדיר חיבור וקטורים והכפלה בסקלר ע"י

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,...,n n n na a a b b b a b a b a b+ = + + +  

( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,...,n na a a a a aα α α α=  

nוקטור האפס ב 
F  הואn- ,ית האפסים( )0 0,0,...,0=.  

) הנגדי של וקטור מוגדר ע"י ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,...,n na a a a a a− = − − −.  

)מרחב הפולינומים  .2 )nP x תהיי .( )nP x  2קבוצת כל הפולינומים
0 1 2 ... n

na a x a x a x+ + + עם  +

). אזי Fבשדה כלשהו  iaמקדמים  )nP x  הוא מרחב וקטורי מעלF  ביחס לפעולות הרגילות של

 חיבור פולינומים וכפל פולינום בקבוע.
)מרחב הפונקציות  .3 )F X תהי .X  קבוצה לא ריקה כלשהיא ויהיF ותי. נתבונן שדה שריר

)בקבוצה  )F X של כל הפונקציות מ- X  אלF הקבוצה .( )F X  לא ריקה מכיוון שX  לא

 ריקה.
)סכום שתי פונקציות  ),f g F X∈  הוא הפונקציה( )f g F X+   המוגדרת ע"י  ∋

( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = xלכל  + X∈.  

αוהמכפלה של סקלר  ∈F  בפונקציה( )f F X∈  היא הפונקציה( )f F Xα המוגדרת ע"י  ∋

( ) ( ) ( )f x f xα α=  לכלx X∈.  

( )F X  עם הפעולות הנ"ל היא מרחב וקטורי מעלF.  

)ווקטור האפס ב  )F X  הוא פונקצית האפס אשר מעתיקה כלx X∈  0אל∈F ,כלומר ,

( )0 0x xלכל  = X∈.  

)עבור כל פונקציה  )f F X∈ הפונקציה ,f−  המוגדרת ע"י( )( ) ( )f x f x− = היא הנגדי  −

 .fשל הפונקציה 
  
  
  
  



  תלות ליניארית
,...,1, ויהיו Fמרחב וקטורי מעל  Vיהא  nv v V∈ 1. צירוף ליניארי של,..., nv v  :הוא ביטוי מהצורה  

1 1 2 2 ... n nv v v Vα α α+ + + ∈  

iαכאשר כל  ∈F 0. אם כלiα 0, אז הצירוף הליניארי נותן =
�

תמיד. לכן צירוף כזה נקרא טריויאלי. אנו  

  מעוניינים בצירופים לא טריויאלים.

,...,1אם יש צירוף לא טריויאלי של  nv v  0שנותן
�

,...,1, אנו אומרים ש  nv v  ,תלויים ליניארית. אחרת

  אומרים שהם בלתי תלויים ליניארית.
  דוגמאות

)נבדוק האם הווקטורים  .א ) ( ) 32,1,1 , 1,2, 2 ∈ℝ  תלויים ליניארית. יש לבדוק האם קיימים,α β כך ש 

( ) ( ) ( )2,1,1 1, 2,2 0,0,0α β+ =. 

0αנשים לב שיש פתרון יחיד למשוואה והוא  β= 0ולכן אין צירוף לא טריויאלי שנותן  =
�

והווקטורים לא  
  בת"ל.

  דרך נוספת 

נדרג את המטריצה 
1 2 222 1 1 2 1 1

1 2 2 0 3 3

R R R− →   
≈   − −   

מכיוון שבצורה המדורגת אין שורת אפסים  

  ל.הווקטורים בת"
    .ב

)נבדוק האם הווקטורים  ) ( ) 3
32,1,1 , 1, 2,2 ∈Z  תלויים ליניארית. יש לבדוק האם קיימים,α β  כך ש

( ) ( ) ( )2,1,1 1, 2,2 0,0,0α β+ =. 

,1נשים לב שיש פתרון יחיד למשוואה והוא  2α β= 0ולכן יש צירוף לא טריויאלי שנותן  =
�

והווקטורים  
  לא תלויים ליניארית.

  דרך נוספת 

נדרג את המטריצה 
1 2 22 1 1 2 1 1

1 2 2 0 0 0

R R R+ →   
≈   

   
מכיוון שבצורה המדורגת יש שורת אפסים  

  הווקטורים תלויים ליניארית.
  ג.

האם הוקטורים 

( )
( )
( )
( )

2 3 4
1

2 3 4
2

2 3 4
3

2 3 4
4

1 3 2 3

1 4 3 4

2 3 4 7 3

3 8 7 8

f x x x x x

f x x x x x

f x x x x x

f x x x x x

= + + − −

= + + − −

= + − − −

= + + − −

)ב   )4P x ית מעל תלויים ליניארℝ?  

  הערה
2הפולינומים  3 4 2 3 4

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4,a a x a x a x a x b b x b x b x b x+ + + + + + + שווים רק אם המקדמים  +

2שווים ז"א  3 4 2 3 4
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4a a x a x a x a x b b x b x b x b x+ + + + = + + + רק אם מתקיים  +

0 0 1 1 2 2 3 3 4 4, , , ,a b a b a b a b a b= = = = =.  

2ז"א  3 4
0 1 2 3 4 0a a x a x a x a x+ + + + 0רק אם  = 1 2 3 40, 0, 0, 0, 0a a a a a= = = = ן וזאת מכיוו =

2שפולינום האפס הוא הפולינום  3 40 0 0 0 0x x x x+ + + +.  
  יש לבדוק האם קיים צירוף לא טריויאלי שמקיים



( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4 0f x f x f x f xα α α α+ + +   ז"א =

( ) ( )
( ) ( )

2 3 4 2 3 4
1 2

2 3 4 2 3 4
3 4

1 3 2 3 1 4 3 4

2 3 4 7 3 3 8 7 8 0

x x x x x x x x

x x x x x x x x

α α

α α

+ + − − + + + − −

+ + − − − + + + − − =
  

1ז"א יש לבדוק האם קיימים  2 3 4, , ,α α α α שעבורם מתקיים  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 41,3,1, 2, 3 1,4,3, 1, 4 2,3, 4, 7, 3 3,8,1, 7, 8 0,0,0,0,0α α α α− − + − − + − − − + − − =  

  דרג את המטריצהנ

2 1 2

3 1 3 3 2 3

4 1 4 4 2 4

2 3
3

1 3 1 2 3 1 3 1 2 3 1 3 1 2 3

1 4 3 1 4 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1

2 3 4 7 3 0 3 6 5 3 0 0 0 2 0

3 8 1 7 8 0 1 2 1 1 0 0 0 0 0

R R R
R R R R R R
R R R R R R

− →
− → + →
− → + →

− − − − − −     
     − − − −     ≈ ≈
     − − − − − − −
     

− − − − −     
  קיבלנו שורת אפסים ולכן הוקטורים תלויים ליניארית.

  1 למה
1נניח ששניים או יותר וקטורים שונים מאפס  2, ,..., mv v v  תלויים ליניארית. אזי אחד הוקטורים הוא צירוף

1kליניארי של הוקטורים הקודמים, כלומר, קיים    כך ש: <

1 1 2 2 1 1...k k kv c v c v c v− −= + + +.  

  הוכחה
1מכיוון שהוקטורים  2, ,..., mv v v 1, קיימים סקלרים תלויים ליניארית 2, ,..., ma a a כך ש 0, לא כולם ,

1 1 2 2 ... 0m ma v a v a v+ + + 0kaיותר כך ש השלם הגדול ב k. יהי = kז"א לכל  ≠ i< 0ia ואז נקבל  =

1ש  1 2 2 1... 0 ... 0 0k k k ma v a v a v v v++ + + + + + 1ז"א  = 1 2 2 ... 0k ka v a v a v+ + + =.  

1kאם  1אז נקבל ש  = 1 0a v 1מכיוון ש  = 0a 1נקבל ש  ≠ 0v בסתירה לכך שכל הוקטורים שונים  =

1kמאפס, ולכן  > 1. ו − 1
1 1 1 1...k k k k kv a a v a a v− −

− −= − − −.  

  דוגמא
בוקטורים נתבונן 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 , 1 0 2 1 , 5 2 3 4 , 2 2 0 0 , 1 1 2 3 , 1 2 0 0− − − −

  הוקטורים תלויים ליניארית ומתקיים
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4 0 1 0 2 1 1 5 2 3 4 2 2 2 0 0 0 1 1 2 3 0 1 2 0 0 0− + − − + + − + − =

,1,0כאשר הסקלרים הם  0kaהשלם הגדול ביותר שעבורו מתקיים  −1,2,0,0 3kהוא  ≠   ואז =

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 3 4 0 1 0 2 1 1 5 2 3 4 2 2 2 0 0 0− + − − + =  

  ולכן

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1
2 2 0 0 1 2 3 4 1 0 2 1 5 2 3 4

2 2 2
= − − − − +.  

  המרחב הנפרש
S, ותהי Fמרחב וקטורי מעל  Vיהא  Vφ ≠ הוא אוסף כל הצירופים  Sהנפרש של קבוצה כלשהי.  ⊇

)(מסומן:  Sהליניאריים של איברים מ  )span S או ,( )sp S מסמנים גם .(( ) { }0span φ =
�

.  

)אם  )span S V=  אומרים שS  פורשת אתV אם יש קבוצה סופית .S  שפורשת אתV אומרים ש ,V 

  מרחב נוצר סופית.
  



  תרגיל
  בכל אחד מהסעיפים הבאים, בדוק האם הנפרש שווה לקבוצה המושווית אליו. 

  אם כן, בטא איבר כללי של הקבוצה באמצעות הוקטורים הנתונים.
  אם לא, מצא איבר שנמצא בקבוצה ולא בנפרש.

)א.  ) ( ) ( ){ }
?

3 2,0,4 , 0,1,0 , 6,5,12span=ℝ.  

)ב.  ) { }
?

2 2 3
3 1, , 4 ,2P x span x x x x x= + +.  

  פתרון
)נראה ש  .א ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 2,0,4 , 0,1,0 , 6,5,12span∉. 

  צריך להראות שאין פתרון למשוואה 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 32,0,4 0,1,0 6,5,12 1,0,0a a a+ + =  

  יש לפתור את מערכת המשוואות

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0 6 1

0 5 0

4 0 12 0

a a a

a a a

a a a

+ + =


+ + =
 + + =

נדרג את המטריצה  

2 0 6 1

0 1 5 0

4 0 12 0

 
 
 
 
 

  

3 1 32
2 0 6 1 2 0 6 1

0 1 5 0 0 1 5 0

4 0 12 0 0 0 0 2

R R R− →
   
   ≈   
   −   

רה השלישית ניתן לראות שאין פתרון מהשו 

)למערכת, ולכן  ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 2,0,4 , 0,1,0 , 6,5,12span∉  ו

( ) ( ) ( ){ }3 2,0,4 , 0,1,0 , 6,5,12span≠ℝ  

)איבר כללי ב  .ב )3P x  2הוא מהצורה 3
0 1 2 3a a x a x a x+ + +.  

2יש לרשום את  3
0 1 2 3a a x a x a x+ + }כצירוף ליניארי של הקבוצה  + }2 2 31, , 4 ,2x x x x x+ +.  

( ) ( )

( ) ( )

2 3 2 2 3
0 1 2 3 0 1 2 3

0 0

1 3 1 3 1 2 3

1 2 2 1 2 3

2 3 2 3

2 3 2
0 2 3 3 1 2 3

1 4 2

1 1 1
2

2 2 8
1

4
1

4
4

1 1 1 1 1
1 4 2

4 4 2 2 8

b b x x b x x b x a a x a x a x

b a

b b a b a a a

b b a b a a

b a b a

a a a x x a x x a a a x

⋅ + + + + + = + + +

=

+ = ⇒ = − +

+ = ⇒ = −

= ⇒ =

     ⋅ + − + + + + − +     
     

  

  טענה
}נניח ש  }1 2, ,..., nv v v פורשת את V :אז  

wאם  .א V∈ ,{ }1 2, , ,..., nw v v v  תלויה ליניארית ופורשת אתV.  

1הוא צירוף ליניארי של הוקטורים  ivאם  .ב 2 1, ,..., iv v v }אזי  − }1 2 1 1 1, ,..., , ,...,i mv v v v v− פורשת  +

 .Vאת 



  הוכחה
  א.

}מכיוון ש  }1 2, ,..., nv v v  פורשת אתV  אז{ }1 2, ,..., nV span v v v= נתון ש .w V∈  ולכן

{ }1 2, ,..., nw span v v v∈  1ז"א קיימים סקלרים 2, ,..., na a a כך ש 

1 1 1 2 1 1 1 2... 0 ...n n n nw a v a v a v w a v a v a v− − − = ⇐ = + וקיבלנו צירוף לא  1הוא  wהמקדם של  +

}טריוויאלי של  }1 2, , ,..., nw v v v נותן אפס ולכן הקבוצה תלויה ליניארית.ש  

}יש להראות ש  }1 2, , ,..., nV span w v v v= נניח ש .u V∈ נתון ש ,{ }1 2, ,..., nv v v  פורשת ז"א קיימים

1סקלרים  2, ,..., na a a  1כך ש 1 2 2 ... n nu a v a v a v= + + 1ולכן  + 1 2 20 ... n nu w a v a v a v= ⋅ + + + +.  

uהראינו שאם  V∈  אז{ }1 2, , ,..., nu span w v v v∈  ולכן{ }1 2, , ,..., nV span w v v v=.  

  ב.
uיהי  V∈נתון ש .{ }1 2, ,..., nv v v  פורשת אתV  אז{ }1 2, ,..., nV span v v v= ,u V∈  ולכן

{ }1 2, ,..., nu span v v v∈  1ז"א קיימים סקלרים 2, ,..., na a a 1 כך ש 1 1 2... n nu a v a v a v= + +.  

1הוא צירוף ליניארי של הוקטורים  ivאם  2 1, ,..., iv v v 1אז קיימים סקלרים  − 2 1, ,..., ib b b כך ש  −

1 1 2 2 1 1...i i iv b v b v b v− −= + +.  

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1

... ...

... ... ...

... ...

i i i i i i n n

i i i i i i i n n

i i i i i i i i n n

u a v a v a v a v a v a v

a v a v a v a b v b v b v a v a v

a a b v a a b v a a b v a v a v

− − + +

− − − − + +

− − − + +

= + + + + + =

+ + + + + + + =

+ + + + + + +

  

}קיבלנו ש  }1 2 1 1 1, ,..., , ,...,i mu span v v v v v− }, ולכן ∋+ }1 2 1 1 1, ,..., , ,...,i mV span v v v v v− +=.  

  בסיס ומימד
   

  למת ההחלפה של שטייניץ
}נניח ש  }1 2, ,..., nv v v  פורשת אתV ונניח ש ,{ }1 2, ,..., mw w w תלויה ליניארית.- בלתי  

mאזי  n≤  וV  נפרש ע"י קבוצה מהצורה{ }
11 2, ,..., , ,...,

n mm i iw w w v v
−

.  

  הערה
תלויים והקבוצה שהתקבלה עדיין - וקטורים בלתי mמהוקטורים של הקבוצה הפורשת ב  mבלמה החלפנו 

  פורשת.
  הוכחת הלמה

1נניח שקיים  i n≤ 0ivכך ש  ≥ 0ivפורשת ו  Vמכיוון שהקבוצה  = }נקבל גם שהקבוצה  = }\ iV v 

  .0אינם  iv  - פורשת, ולכן מספיק להוכיח את המשפט במקרה שכל ה

}נתון ש   }1 2, ,..., nv v v  פורשת אתV מהטענה הקודמת נקבל ש ,{ }1 1 2, , ,..., nw v v v  גם קבוצה פורשת

}אחד מהוקטורים בקבוצה  1רית. לפי למה וגם תלויה ליניא }1 1 2, , ,..., nw v v v  הוא צירוף ליניארי של

שהוא צירוף  jv(ראינו בהוכחת הלמה), ולכן קיים וקטור  1wהוקטורים הקודמים. וקטור זה לא יכול להיות 

}ליניארי של  }1 1 2 1, , ,..., jw v v v }ולפי הטענה הקודמת הקבוצה  − }1 1 2 1 1, , ,..., , ,...,j j nw v v v v v−   פורשת. +

  .2wכעת נחזור על הטיעון עבור הווקטור 



}הקבוצה  }1 1 2 1 1, , ,..., , ,...,j j nw v v v v v− פורשת ולכן לפי הטענה הקודמת הקבוצה  +

{ }1 2 1 2 1 1, , , ,..., , ,...,j j nw w v v v v v− קיים וקטור בקבוצה  1ל פי למה ע תלויה ליניארית ופורשת +

{ }1 2 1 2 1 1, , , ,..., , ,...,j j nw w v v v v v− שהוא צירוף ליניארי של הקודמים לו, בהוכחת הלמה ראינו שלא   +

}, מכיוון שהקבוצה 1wייתכן שזה הווקטור  }1 2, ,..., mw w w  2בלתי תלויה ליניארית אז גםw  הוא לא צירוף

הוא צירוף ליניארי של הוקטורים הקודמים לו ולפי הטענה הקודמת  kvכך ש  kשל הקודמים לו, ולכן קיים 

}נקבל שהקבוצה  }1 2 1 2 1 1 1, , , ,..., , ,... , ,...,j j k k nw w v v v v v v v− +   פורשת. −

}ם ונקבל שהקבוצה פעמי mנחזור על הטיעון  }
11 2, ,..., , ,...,

n mm i iw w w v v
−

  פורשת. 

mנוכיח ש  n≤.  
mנניח בשלילה ש  n>.  

}נקבל שהקבוצה  מהתהליך הקודם צעדים nלאחר  }1 2, ,..., nw w w  1פורשת ז"אnw הוא צירוף ליניארי  +

1של  2, ,..., nw w w  בסתירה לכך ש{ }1 2, ,..., mw w w .קבוצה בת"ל  

  דוגמא
)יהיו  ) ( ){ }1, 2,3 , 4,5,6A )ו  = ) ( ) ( ) ( ){ }8,10,12 , 1,1,2 , 1,0, 2 , 2,0,1B 3תת קבוצות של  =

ℝ.  

  פורשת, ולכן הקבוצה  Bבת"ל וקבוצה  Aנשים לב שקבוצה 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 2,3 , 8,10,12 , 1,1,2 , 1,0,2 , 2,0,1B   פורשת ותלויה ליניארי. =

  מכיוון שהקבוצה תלויה ליניארית קיים וקטור בקבוצה שהוא צירוף ליניארי של הקודמים לו

)נשים לב ש  ) ( ) ( ) ( )2 1
1,0,2 1,2,3 8,10,12 3 1,1, 2

3 6
= − −   ולכן הקבוצה  +

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 2,3 , 8,10,12 , 1,1,2 ,   פורשת. 2,0,1

)מכיוון שהקבוצה פורשת נקבל שהקבוצה  ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4,5,6 , 1,2,3 , 8,10,12 , 1,1,2 , תלויה  2,0,1

  ליניארית ואז קיים וקטור שהוא צירוף ליניארי של הקודמים לו.
)נשים לב ש   ) ( ) ( )8,10,12 2 4,5,6 0 1, 2,3= −   ולכן הקבוצה  +

( ) ( ) ( ) ( ){ }4,5,6 , 1, 2,3 , 1,1,2 ,   פורשת. 2,0,1

  הגדרה
Bמרחב וקטורי, ותהי  Vיהא  V⊆ .B  נקראת בסיס עבורV :אם  

1 .B .בת"ל  
2 .( )span B V=.  

  הגדרה
dimV -מימדי, ומסומן ב-nאו  nנקרא ממימד סופי  Vמרחב וקטורי  n=  אם לV  יש בסיס כזה עםn 

  איברים. הגדרה זו של המימד מוגדרת היטב לאור המשפט הבא
  פטמש
  יש אותו מספר איברים. Vסופי. אז לכל בסיס של מרחב וקטורי ממימד  Vיהי 

  הוכחה
}נניח ש  }1 2, ,..., nu u u  בסיס שלV  והקבוצהB  היא בסיס אחר שלV.  

}מכיוון ש  }1 2, ,..., nu u u  בסיס אז{ }1 2, ,..., nu u u .פורשת  

  בסיס אז היא בת"ל. Bמכיוון שהקבוצה
  וקטורים. nיש לכל היותר  Bמהטענה הקודמת נקבל שבקבוצה 



}מכיוון ש  }1 2, ,..., nu u u  בסיס אז{ }1 2, ,..., nu u u .בת"ל  

  בסיס אז היא פורשת. Bמכיוון שהקבוצה
  וקטורים. nיש לפחות  Bמהטענה הקודמת נקבל שבקבוצה 

  וקטורים. nיש בדיוק Bה"כ קיבלנו שבקבוצה ס
  דוגמא

}הקבוצה  } 1

n

i i
e

=
nהיא פורשת את  

F  ובת"ל ולכן בסיס שלn
F  והמימד שלn

F  הואn.  

}הבסיס  } 1

n

i i
e

=
nנקרא הבסיס הסטנדרטי של  

F.  

  הגדרה
Bקבוצה בת"ל  V⊆  נקראת בת"ל מקסימאלית אם לכל\v V B∈ ,{ }B v∪ ה ליניארית.תלוי  

Sקבוצה פורשת  V⊆  נקראת פורשת מינימאלית אם לכלv S∈ ,{ }\S v .אינה פורשת  

  משפט
  מרחב וקטורי. אזי: Vיהא 
  פורשת ולכן בסיס. B, אז Vב  קבוצה בת"ל מקסימאלית Bאם  .א
 בת"ל ולכן בסיס. S, אז Vקבוצה פורשת מינימאלית ב  Sאם  .ב
  הוכחה
}נניח ש  .א }1,..., nB u u= ה בת"ל מקסימאלית, יהי קבוצv V∈  צריך להוכיח ש

{ }1,..., nv span u u∈. 

}נקבל ש  Vקבוצה בת"ל מקסימאלית ב  Bמכיוון ש  }1,..., ,nu u v  קיים וקטור תלויה ליניארית ז"א

1ליניארי של הקודמים לו. אם קיים  שהוא צירוף k n≤ הוא צירוף ליניארי של הקודמים לו  kuכך ש  ≥

}נקבל סתירה לכך שהקבוצה  }1,..., nB u u=  בת"ל, ולכןv  צירוף ליניארי של הקודמים לו ז"א צירוף

}יארי של הוקטורים לינ }1,..., nu u  ולכן{ }1,..., nv span u u∈.  

Sתהיי  .ב V⊆  קבוצה פורשת. צריך להוכיח שאם{ }1 2, ,..., nS u u u=  פורשת מינימאלית אזS 

kuקיים וקטור  1תלויה ליניארית לפי למה  Sבת"ל. נניח בשלילה ש  S∈  שהוא צירוף ליניארי של

}הוקטורים הקדומים לו, ולפי הטענה הקודמת הקבוצה  }1 2 1 1, ,..., , ,...,k k nS u u u u u− פורשת  =+

 בסתירה למינימאליות.
  משפט

)נסמן מרחב וקטורי ממימד סופי, ו Vיהא  )dimn V= אזי כל קבוצה .B V⊆  המקיימת שתיים מהתכונות

  הבאות, מקיימת גם את השלישית (ולכן היא בסיס):
#א.  B n=.  
  .Vפורשת את  Bב. 
  בת"ל Bג. 

  הוכחה
  ג⇐א+ב
vלא פורשת מינימאלית אז קיים וקטור  Bאם  B∈  כך שהקבוצה{ }\B v .פורשת  

#נתון ש  B n=  ולכן{ }( )# \ 1B v n= −.  

( )dimn V=  ז"א קיימת קבוצהS  עםn  איברים שהיא בסיס שלV ולכן ,S .בת"ל  

}בת"ל,  Sקיבלנו ש  }\B v  פורשת ולפי למת ההחלפה נקבל ש{ }( )# # \S B v≤.  

  פורשת מינימאלית ז"א בסיס. Bקיבלנו סתירה ו 



  ב⇐א+ג
v\לא בת"ל מקסימאלית אז קיים וקטור  Bאם  V B∈  כך שהקבוצה{ }B v∪ .בת"ל  

#נתון ש  B n=  ולכן{ }( )# 1B v n∪ = +.  

( )dimn V=  ז"א קיימת קבוצהS  עםn  איברים שהיא בסיס שלV ולכן ,S .פורשת  

}פורשת,  Sקיבלנו ש  }B v∪  בת"ל ולפי למת ההחלפה נקבל ש{ }( )# #S B v≥ ∪.  

  יס.בת"ל מקסימאלית ז"א בס Bקיבלנו סתירה ו 
  א⇐ב+ג

  נובע ישירות מהגדרת בסיס ומימד.
  משפט

}מרחב וקטורי ממימד סופי ותהי  Vיהי  }1 2, ,..., rS u u u=  קבוצה של ווקטורים בלתי תלויים ליניארית ב

V אזי ניתן להרחיב את ,S  לבסיס שלV.  
  הוכחה
}נניח ש  }1 2, ,..., nB w w w=  הוא בסיס שלV אזי .B  פורשת אתV ולכן ,

{ }1 2 1 2, ,..., , , ,...,r nS B u u u w w w∪   .Vפורשת את  =

Sאם  B∪  בת"ל סיימנו. (ייתכן מצב כזה, למשלi iu w=  1לכל i r≤ ≤(  

Sאם  B∪  קבוצה תלויה ליניארית קיים וקטור בS B∪  ליניארי של הקודמים לו.שהוא צירוף  
}מכיוון ש  }1 2, ,..., rS u u u=  בת"ל לא ייתכן שקייםk  שעבורוku הוא צירוף ליניארי של הקודמים לו.  

מינימאלית נמחק כל ווקטור שהוא צירוף ליניארי של הקדומים לו ונקבל קבוצה בלתי תלויה ליניארית 
  .Sשמכילה את 

  תרגיל
5בדוק שהקבוצה הבאה בת"ל והשלם אותה לבסיס של 

ℝ:  

( ) ( ) ( ){ }1, 2,3,4,5 , 1,0, 1, 2, 2 , 2,3,4,5,7− − −.  

  פתרון
  נדרג את המטריצה

1 3 3

3 2 31 2 2

2
2

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 0 1 2 3 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

2 3 4 5 7 0 1 2 3 3 0 0 0 0 2

R R R
R R RR R R

− →
− →− →

     
     − − − ≈ ≈     
     −     

  

  לא קיבלנו שורת אפסים ולכן הקבוצה בת"ל
)טורים נוסיף את הוק ) ( )0,0,0,1,0 ,   ונקבל את הבסיס 0,0,1,0,0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 2,3,4,5 , 1,0, 1, 2, 2 , 2,3, 4,5,7 , 0,0,0,1,0 , 0,0,1,0,0− − −.  

  


