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 דוגמא של קבוצה לא מדידה          . 5סעיף 

 

רציונלי. נאמר כי נקודות המעגל שייכות למחלקה אחת אם ניתן -מספר נקבע אי . יהי 1שאורכו  Cנתבונן במעגל 

מניה של נקודות -שלם(. בכל מחלקה יש מספר בן-k) kה ע"י סיבוב המעגל על זווית ילהעביר אחת לשני

 לא מדידה.קבוצה  0 אחת מכל מחלקה ונוכיח שאוסף כל הנקודות האלו)איברים(. נבחר נקודה 

-החוד של כל יזרות בזוגות, וא n. ברור שהקבוצות nבוב ע"י הסי 0-את הקבוצה שמקבלים מ n-נסמן כ

n  הואC 0. אילו ,קבוצות חפיפות    הייתה מדידהn גם היו מדידות. מפני ש- 

 mn                          , mn         ; 





n

nC 

 Cהמידה נובע למידת לבג ליניארית על  של -אדיטיביותמ

   )*(                       )(1 





n

n 

)()(כל קבוצה חפיפה היא מאותה מידה, ז"א  אבל 0 n 0-.   לכן )*( בלתי אפשרי, כי הטור שווה ל  

)(0אם  0  ול-  0אם)( 0  .  0בגלל הסתירה הזו  ואז כל(n) .לא מדידה 

 

 

 פונקציות מדידות         . 6סעיף 

 

XYתהינה  XYשתי קבוצות שרירותיות, ותהינה  ,   בהתאמה. Y-ו Xקבוצות של -שתי מערכות תת ,

xfy)(פונקציה מופשטת    ,:f X Y,  עם תחום הגדרהX  המקבלת ערכיה עלY  מדידה    נקראת-

(XY  YA-אם מ  (,   נובעXAf  )(1. 

 ערכים מספריים.לכן ההגדרה הבאה היא הגדרת מדידות פונקציות המקבלות 

 

. פונקציה  -אלגברת המוגדרת על   -אדיטיבית קבוצה שבה נתונה מידה  Xתהי   – 6.6הגדרה 

            על הציר הממשי מתקיים  Aאם לכל קבוצת בורל   -מדידהנקראת   Xעל xf)(ממשית 

 )(1 Af. 
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אם   -מדידה נקראת  Xהמוגדרת על  x)(באופן דומה פונקציה מרוכבת   )(1 A  לכל קבוצת בורל 

 על המישור המרוכב. לא קשה לבדוק שזה שקול למדידות של חלק ממשי וחלק מדומה של הפונקציה.

 

 ( אם המקור של B-מדידה)או     פונקצית בורל פונקציה מספרית המוגדרת על הציר נקראת 

 בורל הוא קבוצת בורל. תכל קבוצ

 

XYZתהינה    – 6.6משפט  XYZ-קבוצות שרירותיות ו ,,  מערכות קבוצות בהן בהתאמה. תהי הפונקציה  ,,

( )y f x  המוגדרת עלX מדידה-),( YX  ותהי הפונקציה ,)(ygz   המוגדרת עלY מדידה-),( ZY   .

)())((הפונקציה  לכן xfgxz   מדידה-),( ZX . 

ZAאם    – הוכחה  מדידות, אז לפי-),( ZY   שלg YBAg  ),(-מדידות. לפי 1)( YX   שלf 

1)(הקבוצה  Bf  שייכת ל-X ז"א ,XAAgf   )())(( 111   ולבסוף  היא 

),(-מדידה ZX . .מש"ל                                                                  # 

 

         . למשל , פונקציה רציפה של פונקציה -מדידה -מדידהו  פונקצית בורל של פונקציה מספרית   – מסקנה

 .-מדידה  -מדידה

 

 אם ברור על מה מדובר.  -מדידה במקום  "מדידה" נאמר 

 

}:)({ממשי הקבוצה  cלכל  אם ורק אםמדידה    xf)(פונקציה ממשית    – 6.6משפט  cxfx  ה.מדיד 

),(הכרחיות ברורה כי         – הוכחה c .קבוצת בורל 

),(צירים -של כל חצי הנוצרת ע"י המערכת   -אלגברת למספיקות, קודם כל ניקח בחשבון ש c  מתלכדת

 שהמקור של כל קבוצת בורל שייך ל מזה נובע , 2קבוצות בורל על הציר. לפי סעיף של כל   -אלגברת עם 

 #         מש"ל. , ולכן מדיד.-צירים השייכים ל-הנוצרת ע"י מקורות של חצי -אלגברת

 

}:)({ע"י מדידות כל הקבוצות  fת של ניתן להגדיר את המדידו cxfx . 

 

 מתברר שאוסף הפונקציות המדידות סגור לגבי פעולות אריתמטיות.

 סכום, הפרש ומכפלה של שתי פונקציות מדידות הם מדידות. זה נכון גם לחילוק בתנאי    – 6.6משפט 

 תאפס.שמכנה לא מ                     

 נוכיח את המשפט בכמה שלבים.       – הוכחה

 קבועים. k,מדידות לכל  f-ו kfמדידה אז  fאם  (א
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}:)(){(מדידות, אז הקבוצה  ,fgאם  (ב xgxfx  מת. בא .  מדידה 

}))(:{})(:({)}()(:{
1

k

k

k rxgxrxfxxgxfx 




  כאשרkr ם. ימספרים רציונאלי 

}:)(){(}:)()({מזה נובע שהקבוצה  axgxfxxgaxfx  .מדידה ולכן הסכום מדיד 

 ב(.  -א( ו -מדידות ההפרש נובעת מ (ג

מתקיים  fgלמכפלת  (ד 22 )()(
4

1
gfgffg  ג( נקבל  -. אם נוסיף א( 2.2ט וע מדיד לפי משפהריב

 .fgמדידות של 

)(0-מדידה ו fאם  (ה xf  אז
)(

1

xf
 0cמדידה. באמת, אם  

}0)(:{}
1

)(:{}
)(

1
:{  xfx

c
xfxc

xf
x 

{                                      0cאם 
1

)(0:{}
)(

1
:{

c
xfxc

xf
x  

{}:)({                     0cואם 
)(

1
:{ cxfxc

xf
x . 

ד( נקבל מדידות   -נקבל קבוצה מדידה. בהשתמש עוד בכל פעם 
)(

)(

xf

xg
)(0כאשר   xf. .מש"ל  # 

 

 חשוב לדעת מה התגובה של מדידות על העברה לגבול.

 

 אז הגבול הוא פונקציה מדידה. Xxאם סדרת פונקציות מדידות מתכנסת לכל       – 6.5משפט 

)()(אם           – הוכחה xfxf n אז , 

 }
1

)(:{})(:{
k

cxfxcxfx
k n nm

m 


 

cxfבאמת, אם  )( אז קיים ,k כך ש- 
k

cxf
2

)( ל ;-k  זה קייםn  כך שלכלnm     מתקיים

1
( )mf x c

k
  . 

די גדול   mכך שלכל  kשייך לצד ימין, אז קיים  xההפך, אם 
k

cxfm

1
)(   ולכןcxf )(  .מוכל בצד שמאל

{מפני שהקבוצות 
1

)(:{
k

cxfx m   אלגברת מדידות ומערכת קבוצות מדידות היא- אז הקבוצות , 

})(:{ cxfx  .מש"ל. גם מדידות                                                                             # 
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 .שלמהכ סניתן להתייח Xקבוצות של קבוצה -של תת -אלגברת על  -אדיטיבית כפי שהיה קודם, למידה 

 נניח בעתיד שזה תמיד מתקיים. 

 

)~( שקולותנקראות  Eרות על אותה קבוצה מדידה וגדהמ ,fgשתי פונקציות    – 6.6הגדרה  gf  אם 

    0)}()(:{  xgxfx 

פרט אולי לקבוצת נקודות מידת  Eאם היא מתקיימת על   כמעט בכל מקום הי מתקיימת נאמר שתכונה איזוש

 אפס. ז"א שתי פונקציות שקולות אם מתלכדות כמעט בכל מקום.

 

 גם מדידה. xg)(לפונקציה מדידה ושקולה שם  Eהמוגדרת על קבוצה מדידה  xf)(הפונקציה    – 6.6משפט 

}:)({מהגדרת השקילות נובע שהקבוצות      – הוכחה axgx     ו-})(:{ axfx   שונות אולי רק על

 #               מש"ל. קבוצת מידת אפס. מפני שהמידה שלמה, אז שתי קבוצות מדידות בבת אחת.

 

 שתי פונקציות רציפות שקולות אם ורק אם הן מתלכדות.          – הערה

 זה לא נכון לפונקציות רק מדידות. למשל, פונקצית דיריכלה שקולה לפונקצית אפס.

 

}){(סדרת פונקציות    – 6.6הגדרה  xf n  המוגדרת על מרחב איזשהוX  מתכנסת עם מידה נתונה עליו נקראת     

lim)()(אם  xf)(לפונקציה    כמעט בכל מקום xfxfn
n




 .Xxלכמעט כל  

 

nהסדרה    – דוגמא

n xxf )()(   מתכנסת, כאשר  ]1,0[המוגדרת עלn 0, לפונקציה)( xf  

 (.1xפרט לנקודה  ]1,0[כמעט בכל מקום )בכל נקודת 

 

xf)(אם סדרת הפונקציות המדידות    – 6.5משפט ' n מתכנסת לפונקציה)(xf כמעט בכל מקום עלX , 

 גם מדידה. xf)(אז                       

lim)()(הקבוצה שעליה  Aאם     -הוכחה xfxfn
n




)\(0אז   AX.  

AXמדידה על  xf)(נקציה מדידה על קבוצת מידת אפס, ומפני שכל פוAמדידה על  xf)(הפונקציה  \ . 

 #                                                                             מש"ל. .Xמדידה על  fלכן 

 

}){(אומרים שסדרת פונקציות מדידות    – 6.66הגדרה  xf n לפונקציה  מתכנסת במידה)(xf  0אם לכל 

   0})()(:{lim 


 xfxfx n
n

 . 
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}){(אם סדרת פונקציות מדידות    – 6.66משפט  xf n ל מקום לפונקציה מתכנסת כמעט בכ)(xf  אז היא מתכנסת

 לאותה פונקציה במידה.

 

}){(אם סדרת הפונקציות המדידות     –(   F. Riesz  -)של ריס     6.66משפט  xf n מתכנסת במידה ל-)(xf אז ,

}){(סדרה -ניתן לבחור תת xf
kn כנסת להמת-)(xf .כמעט בכל מקום 
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תורת האינטגרל של לבג .     II פרק 
 

 

של קבוצות עם  אלגברתהמוגדרת על  שלמה   -אדיטיביתכל פעם שלא נאמר אחרת נתבונן במידה 

x,   -מוגדרות ל  xf)(מדידה ,ופונקציות  XAנניח שכל קבוצה .  Xיחידה  X, x   .ומדידות 

 

          

 ותפונקציות  פשוט           . 6סעיף        

 

  לתאם היא מדידה ומקב  פשוטהעם מידה  נקראת  Xבהמוגדרת על מרח xf)(פונקציה    -6.6הגדרה   

 מניה ערכים לכל היותר.  -בן

 

 המשפט הבא מתאר את המבנה של פונקציה פשוטה .

מניה ערכים שונים -המקבלת לכל היותר בן xf)(פונקציה    -6.6משפט  ,,,, 21 nyyy   אם מדידה

}:)({כל הקבוצות    ק אםור nn yxfxA  .מדידות 

}{היא מקור של הקבוצה החד נקודתית  nAהכרחיות ברורה כי כל    -הוכחה ny  וכל קבוצה חד נקודתית,

 היא קבוצת בורל.

1)(מספיקות נובעת מהעובדה שהמקור  Bf  ת בורל של קבוצB  כלשהי הוא האיחודn
By

A
n
 של מספר בן-

 #                                         ,ואז מדיד.   מש"ל. nAמדידות  , של קבוצות  לכל היותרמניה, 

 

 אינטגרל לבג. תבנייהמשפט הבא נותן אפשרות להשתמש בפונקציות פשוטות ל

של סדרת פונקציות   במידה שווההיא הגבול   אם ורק אם  מדידה xf)(הפונקציה    -6.6משפט 

 פשוטות ומדידות.

 מהפרק הקודם . 2.5מספיקות נובעת ממשפט       -הוכחה

ונניח  xf)(להכרחיות נתבונן בפונקציה מדידה כלשהי 
n

m
xfn )(     אם      

n

m
xf

n

m 1
)(


 

 xf)(-פשוטות. הן מתכנסות במידה שווה ל xfn)(ברור שפונקציות   (. טבעי n-שלם ו  m)כאשר  

   , כי nכאשר 
n

xfxf n

1
|)()(| .                                                          # 
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 האינטגרל של לבג לפונקציות פשוטות  . 6סעיף 

 

1פונקציה פשוטה המקבלת את הערכים  f-נניח ש 2, , , ,... ; ,n i jy y y y y i j K   ותהיA קבוצה -תת

 . Xמדידה של 

 

 אם הטור  Aעל הקבוצה   ,לפי המידה   אינטגרבילית נקראת  fפונקציה פשוטה     -1.6הגדרה 

                          })(,:{ nn yxfAxxA  ,      n

n

n

A

Aydxf     

על הקבוצה  (מ) fשל   סכום הטור נקרא האינטגרלאינטגרבילית אז  fאם   .מתכנס בהחלט

A. 

 

 לא צריך בהכרח להניח כי פונקציה מקבלת ערכים שונים.

 נניח   –  2.6למה 
k

kji BABBji  ;, והפונקציה ;f  מקבלת עלkB  רק ערך אחד  kC אז , 

                                         )()( k

A

k BCdxf    

 .בהחלטהטור מתכנס  אם ורק אם Aאינטגרבילית מעל  fוהפונקציה 

nkשעבורן  kBחוד של יהיא א nAברור כי כל      – הוכחה yC לכן  . 

                                            )()()( k

k

k

yC

k

n

nn

n

n BCByAy
nk

  


 

 ילית של-מפני שמידה אי

                                            )()()( k

k

k

yC

k

n

nn

n

n BCByAy
nk

  


 

)(והטורים  nn Ay     ו- )(
k

kk BC  .מש"ל. מתכנסים או מתבדרים בבת אחת             # 

 

 אינטגרל לבג לפונקציות פשוטות: תכונותנסתכל על 

  א(   
A A A

dxgdxfdxgxf  )()()]()([  

 כאשר מקיום האינטגרלים באגף ימין נובע קיום האינטגרל באגף שמאל.        

iFAעל הקבוצות  ifמקבלת הערכים  fנניח כי     – הוכחה ו ,-g  הערכיםjg  עלjGAז"א , 
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)()(

)()(

2

1

 

 





A j

jj

i

A i

i

GgdxgJ

FfdxfJ





 

])()[()()(          לפי הלמה  jij

A i j

i GFgfdxgxfJ     

)(),()()(                 אבל  j

i

ijj

j

ii GFGGFF    

12 -לכן מהתכנסות מוחלטת של הטורים ל , JJ נובעת התכנסות מוחלטת של הטור ל-J 21; וגם JJJ . 

 

                              קבוע   kלכל    ב(  
A A

dxfkdxkf  )()( 

Mxfאינטגרבילית שם, ואם  Aחסומה על  fפונקציה פשוטה     ג( )( עלA  אז 

)()( AMdxf
A

   

 

 

 . הגדרת אינטגרל לבג כללית על קבוצת מידה סופית6סעיף 

 

אם קיימת סדרת הפונקציות  Aעל הקבוצה (מ)  אינטגרבילית  נקראת  fהפונקציה    – 6.6הגדרה 

}{הפשוטות nf מעל  האינטגרביליותA  ל במידה שווההמתכנסת-f נסמן את הגבול .

dxfI
A

n
n

)(lim 
 כ- 

A

dxf )( של  האינטגרל, והוא נקראf  מעלA. 

 

 תנאים בשביל נכונות ההגדרה: 3יך שמתקיימים צר

 הגבול קיים לכל סדרת פונקציות פשוטות המתכנסת במידה שווה. (א)

}{הגבול לא תלוי בבחירת סדרת פונקציות  (ב) nf  כאשרf .נתונה 

 .2לפונקציה פשוטה ההגדרה מתלכדת עם ההגדרה מסעיף  (ג)

                           )א( מהתכונות מקבלים   -ל   לה מתקיימים. באמת, התנאים הא

)()(sup)()()( xfxfAdxfdxf mn
Ax

A A

mn 
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}{)ב(, נסתכל על שתי סדרות  את כדי להוכיח nf ו-*}{ nf המתכנסות ל-f אם נקבל .I נגיע  שונים, אז

 )א(.  -לאיחוד הסדרות, בניגוד ל Iקיום של -לאי

ff)ג( פשוט נסתכל על הסדרה שעבורה   -ל n   לכלn. 

 

 של אינטגרל  לבג כללי: תכונותעתה נסתכל על 

                                                   (א) 
A

Ad )(1  

                          קבוע  kלכל  (ב) 
A A

dxfkdxkf  )()(   

 ב( לפונקציה פשוטה.  -פשוט נעבור לגבול ב

 דיטיביות:   א (ג)  
A A A

dxgdxfdxgxf  )()()]()([     

 א( לפשוטות. -גבול בנעבור ל

 אינטגרבילית שם. A חסומה על fפונקציה  (ד)

 ג( לפשוטות. -ונעבור לגבול ב 1.3נשתמש במשפט 

)(0אם  :מונוטוניות  )ה( xf   אז 
A

dxf 0)(     .)אם האינטגרל קיים( 

            שלילית אז קיימת -דידה ואימ fלפונקציות פשוטות זה נובע מן ההגדרה; במקרה כללי אם  

 שליליות המתכנסת אליה במידה שווה.-פונקציות פשוטות אי סדרת 

 

)()()ה( נובע שאם   -מ xgxf        אז 
A A

dxgdxf  )()( 

Mxfmואם   אז            )( 
A

AMdxfAm )()()(  

)(0אם  (ו) A      אז             
A

dxf 0)(   

)()(אם  )ו'( xgxf  אז      כמעט בכל מקום  
A A

dxgdxf  )()(  

 והאינטגרלים קיימים או לא קיימים בבת אחת.

 נובעות ישר מן ההגדרה.

)()(וכמעט בכל מקום  Aאינטגרבילית מעל  אם הפונקציה  (ז) xxf  אז ,f   גם אינטגרבילית

 .Aמעל 

A ,AAפשוטות. קיימת קבוצה  f,נניח קודם שפונקציות     – הוכחה  ,0)\( AA , 
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naxfקובעות :  f,שעליהן  nAמניה קבוצות -שהיא איחוד מספר סופי או בן )(  ,nbx )(, 

nn ba  .   מאינטגרביליות של נובע 

 



A A

n

n

nn

n

n dxdxAbAa  )()()()( 

 גם אינטגרבילית ומתקיים fלכן  

  
 AA

n

n

n

n

nn

AA

dxdxfAaAadxfdxf  )()()()()()( 

 ונעבור לגבול. 1.3במקרה כללי נשתמש במשפט  

האינטגרלים  (ח)
A

dxfI )(1 ו- dxfI
A

  קיימים או לא קיימים בבת אחת. 2)(

ההפך לפונקציה פשוטה נובע מן ההגדרה. המקרה הכללי מוכיחים,  )ז(.   -מ  -קיים  1Iז קיים א 2Iאם 

|   שוויון -ובהעברה לגבול; גם נצטרך באי 1.3כרגיל, בהשתמש במשפט  |n nf f f f   . 

 

 

 גרל לבגורציפות מוחלטת של אינט -אדיטיביות . 6סעיף 

 

נסתכל על אינטגרל לבג כפונקצית קבוצות 
A

dxfAF )()(  המוגדרת על קבוצות מדידותA. 

אם     – 6.6משפט 
n

nji AAAAji  ;, ;    אז   
A n An

dxfdxf  )()( . 

 סות מוחלטת של הטור.מקיום האינטגרל באגף שמאל נובע קיום האינטגרל באגף ימין וגם התכנ

12עם ערכים  fקודם לפונקציה פשוטה את הטענה  נבדוק    – הוכחה ,,,, yyyn     נסמן 

     
})(,:{

})(,:{

knnk

kk

yxfAxxB

yxfAxxB




 

 לכן  
n A

nk

n k

k

n

nk

k

kk

A k

k

n

dxfByByBydxf  )()()()()( 

)(מפני שהטור  kk By  מתכנס בהחלט ל-f  שליליות, שאר הטורים -איהן אינטגרבילית ומידות הקבוצות

 .בהחלט מתכנסים

 Aאינטגרבילית על  gקיימת פונקציה פשוטה  0כללית אינטגרביליות שלה משמע כי לכל  fלפונקציה 

  ומקיימת  )()( xgxf . 
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 מתקיים   gלפונקציה   
A n An

dxgdxg   והטור מתכנס בהחלט. nAאינטגרבילית על כל  g-ו ,)()(

 . לכן nAאינטגרבילית על  fובע כי נ f-רוב ליק g-מזה ומן העובדה ש

  )()()()( AAdxgdxf
n

n

n A An n

     

    )()()( Adxgdxf
A A

   

מכל זה נובעות התכנסות מוחלטת של הטור 
n An

dxf )(     וההערכה 

    )(2)()( Adxfdxf
n A An

   . 

    קטן כרצוננו   -מפני ש 
n A An

dxfdxf   #                              מש"ל. .)()(

 

AAקבוצה -היא גם אינטגרבילית על כל תת Aאינטגרבילית על  fאם       – מסקנה  שהי. מדידה 

 

 ימת(גם נכון משפט הפוך )מבחינה מסו

אם    – 6.6משפט 
n

nji AAAAji  ;,  והטור ;| ( ) |

n
n A

f x d  מתכנס, אז הפונקציהf    

   ומתקיים  Aאינטגרבילית מעל   
A n An

dxfdxf  )()(. 

 

 Chebyshev-     שוויון של צ'בישבה-אי

)(0אם  x  עלA 0  -וC אז ,
A

dx
C

CxAxx  )(
1

})(,:{. 

}:,)({אם      – הוכחה CxAxxA   אז ,

   
  


A A AA A

ACdxdxdxdx
\

)()()()()( . .מש"ל                               # 

 

 

)(0אם              – מסקנה  dxf
A

)(0אז      ,  xf .כמעט בכל מקום 

{)(0שוויון של צ'בישב     ה-אילפי    – הוכחה
1

)(,:{    dxfn
n

xfAxx
A

 .nלכל  
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{0לכן   
1

)(,:{}0)(,:{
1

 


 n
xfAxxxfAxx

n

. .מש"ל                               # 

 

 זה המקרה הקיצוני של המשפט החשוב הבא.

  0קיים  0, לכל Aאינטגרבילית על  fאם     –)רציפות מוחלטת של אינטגרל לבג(  6.6משפט  

  -כך ש 
e

dxf המקיימת  eAלכל קבוצה מדידה  )( )(e. 

}:,)(1{שרירותית נניח  f-חסומה. ל fהמשפט ברור אם     – הוכחה  nxfnAxxAn ,

NN BAC \    ,
N

n

nN AB
0

. 

                                     4.1לפי משפט  
0

| ( ) | | ( ) |

n
nA A

f x d f x d 




     . 

                          -כך ש Nנבחר 
1

( ) ( )
2

n N
n N A C

f x d f x d


 


 

    

ויהי 
)1(2

0



N


 אם עתה . )(e  אז ,         

( ) ( ) ( ) ( )

N Ne e e B e C

f x d f x d f x d f x d   
 

      . 

-האינטגרל הראשון באגף ימין לא גדול מ,   ה( )לפי תכונה  
2


)  -; השני לא גדול מ )

2
NC

f x d


  , 

)ולכן    )
e

f x d . .מש"ל                                                                 # 

 

 

 משהוכחנו על האינטגרל כפונקצית קבוצות ניתן לנסח באופן הבא.

         . אז הפונקציה לפי המידה  Xשלילית האינטגרבילית על המרחב -פונקציה אי fתהי 


A

dxfAF )()( 

AXקבוצה מדידה  מוגדרת לכל אדיטיביתשלילית ו-, אי- ז"א אם ,
n

nAA    ו-    ji AA ,

ji  אז ,)()( 
n

nAFAF . צות יש כל שלילית כפונקצית קבו-במילים אחרות, לאינטגרל של פונקציה אי

שתי  עליה . מוגדרת שמידה מקורית   -אלגברת היא מוגדרת על אותה  . -אדיטיביתהתכונות של מידה 

)(0מידות קשורות ע"י התנאי:  אם  A  0אז)( AF. 
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 העברה לגבול תחת אינטגרל לבג   . 5סעיף 

 

 איבר( הוא התכנסות במידה שווה.-כלל, באנליזה קלאסית התנאי לזה )או לאינטגרציית הטור איבר-בדרך

 נוכיח כמה משפטים כלליים באנליזה מודרנית.

 

}{אם הסדרה      –( של לבג על התכנסות נשלטת) 5.6משפט  nf  על מקום  כמעט בכלמתכנסתA ל-

f ולכל ,n   כמעט בכל מקום)()( xxfn   כאשר  אינטגרבילית עלA אז ,f  אינטגרבילית עלA ו-     

 
AA

n dxfdxf  )()(. 

)()(ברור שגם     – הוכחה xfx   ולכן כמעט בכל מקום ,f  0אינטגרבילית לפי תכונה )ז(. ניקח לפי ,

כך שאם  0קיים  ,על רציפות מוחלטת של אינטגרל 4.3 משפט  )(B  אז 
B

dx
4

)(


 לפי משפט .

}{כך שהסדרה  Bניתן לבחור קבוצה  ,יגורוב nf  מתכנסת עלBAC \ קיים  במידה שווה. לכןN שלכל  כזה

Nn   ולכלCx  מתקיים  
)(2

)()(
C

xfxf n



לכן . 

   
B B

n

C

n

A A

n dxfdxfdxfxfdxfdxf  )()()]()([)()( 

)ומזה נובע   ) ( ) ( )
2 ( ) 4 4

n

A A

f x d f x d C
C

  
   


     . .מש"ל                   #   

 

constMxfn כמעט בכל מקוםאם      – מסקנה )(   ו-nff  אז , 
AA

n dxfdxf  )()(. 

 

 חשוב.  באמת, נתבונן בדוגמה.  תהי  נשלטת שהתכנסות   התנאי

                                                                            

1
, 0

( )
1

0, 1

k

k x
k

f x

x
k


 

 
  


 

)   מתקיים ) 0k k
f x


    (0,1)לכלx  ז''א ,( ) ( ) 0kf x f x  אבל  . 
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1

0

1
( ) 1kf x dx k

k
   0 . 

 

nff  ניתן להניח שמתקיים    – הערה  במקום  כמעט בכל מקום  במידה. 

 

A אם על הקבוצה    –( Beppo Levi –)של בפו לווי  5.6משפט   )()()( 21 xfxfxf n  

Kdxfכולן אינטגרביליות והאינטגרלים שלהן חסומים באותו קבוע  nfוהפונקציות 
A

n  )(,  כמעט בכל אז

)(lim)(קיים גבול )סופי(  Aעל  מקום xfxf n
n 

 הפונקציה ,f  אינטגרבילית עלA  ומתקיים 

 
AA

n dxfdxf  )()( . 

}{בקבוצה שהגבול של    – הערה nf  לא קיים בה ניתן להגדירf  ,0באופן כלשהו, למשל)( xf .עליה 

1)(0נניח כי    – הוכחה xf 1, אחרת נסתכל על סדרת הפונקציות

~
fff nn  נתבונן בקבוצה . 

   })(,:{  xfAxx n 

ברור כי   
r n

r

n

)( ,    כאשר   })(,:{)( rxfAxx n

r

n  . 

שוויון של צ'בישב ה-אילפי 
r

kr

n  )( )(מפני ש .-   )()(

2

)(

1

r

n

rr , 

מתקיים 
r

k

n

r

n  )( )( . 

r  אבל לכל 
n

r

n

)( לכן  , 
r

k
)(מפני ש  .- r  ,0שרירותי)( דרה המונוטונית . זה משמע שהס

)}({ xf n  מתכנסת כמעט לכלAxונסמן את הגבול כ ,- )(xf. 

,...,1,2שעבורן  Axקבוצת הנקודות  rA-נסמן עתה כ 1 ( )r r f x r      , ונניחrx )(  עלrA. 

, אז המשפט נובע מן המשפט הקודם. נסמן Aעל  אם נוכיח אינטגרביליות של 
S

r

rS AB
1

 מפני שעל .SB 

ffהפונקציות  n )()(1חסומות ותמיד  ,  xfx , 

)()()(lim)()()( AKAdxfAdxfdx

SS S B

n

B B
n

    
 . 

)()(אבל  
1

 




SB

S

r

rArdx ,   ז"א הסכומים האלה חסומים ולכן מתכנס הטור 
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 Ar

r dxAr  )()(
1

 

 #                                                 מש"ל.  .Aעל  כך הוכחנו את האינטגרביליות של 

 

 ברור שבמקום סדרה עולה ניתן להסתכל על סדרה יורדת. – הערה

 

)(0אם     – מסקנה  xn  ומתקיים




dx
n A

n )(
1

)(אז הטור  ,  
1

x
n

n




 מתכנס על  A             

 כמעט בכל מקום ומתקיים                 

   dxdx
n A

n

A n

n )())((
11

 








. 

 

}{שליליות ה-איאם סדרת הפונקציות המדידות ו   -(Fatou –)של פטו  5.6משפט  nf  מתכנסת עלA  לפונקציהf 

Kdxfכמעט בכל מקום ומתקיים 
A

n  )( אז ,f  אינטגרבילית עלA   ומתקייםKdxf
A

 )(. 

)(inf)(נסמן       – הוכחה xfx k
nk

n


 . 

}:)({}:)({מדידה כי  nהפונקציה  CxfxCxx
nk

kn 


 

0)()( -מפני ש xfx nn     , הפונקציותn  אינטגרביליות ומתקייםKdxfdx
A

n

A

n    )()(; 

ולבסוף    )()()( 21 xxx n   ו- )()(lim xfxn
n



    .כמעט בכל מקום 

}{נשתמש במשפט הקודם לסדרה  n .מש"ל. ונקבל את התוצאה הנדרשת                         # 

 

 

 


