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)[אם : 1 טענה [)f x F x∈ פריק מעל -פולינום איF ו- ,α β  שורשים של( )f x  אזי( ) ( )F Fα β≅ .  

): הוכחה ) [ ]/ ( )F F x f Fα β≅ < >≅ .  

Fאם : 2 טענה K⊆ , וגם( )F K
σ

α ≅ )α  לא בהכרח איבר שלK ( איזומורפיזם שדות כך ש

, ( )a F a aσ∀ ∈ )אזי אם נסמן   = ) Kβ σ α= )גם שורש של  βנקבל ש  ∋ )m xα ) הפולינום

)(וגם מתקיים , )Fמעל  αהמינימלי של  ) (F Fα β≅.  

1 נסמן :הוכחה 0( ) ...n

nm x a x a x aα = + + + .

0 0 0 0( ... ... )) ( ) ( ( ) ... ( () ... )) (0 0n n n n

n n n nm a a aa a a a aα β β σ α σ σ α σ σ α σ= ++ + = + + = + =+ = =+

)בצורה דומה ניתן להוכיח שכל אוטומורפיזם ב : 3הערה  / )Gal K F  מעביר שורש של פולינום

]( [)f x F x∈ )לשורש של אותו פולינום) פריק-לאו דוקא אי .  

)אוטומורפיזם ב : 4 משפט / )Gal K F  1כאשר( ,... ), nK F α α= 1י תמונות "נקבע ע,..., nα α.  

  : 5 משפט

a,אם . א b E F∈ )[פריק -שורשים של פולינום אי − [)f x F x∈  אזי( ) ( )F a F b≅.  

,(אם . ב (a b F a∈ פריק -שורשים של פולינום אי]( [)f x F x∈ , אזי קיים אוטומורפיזם

( ( ) / )Gal F a Fσ )כך ש  ∋ )a bσ =.  

)1אם : 6 משפט ,..., )nK F α α=  1כאשר,..., nα α פולינום  כל שורשיו של]( [)f x F x∈ )לאו דווקא אי -

)אזי ) פריק / ) nGal K F S≤ , כיוון שכל אוטומורפיזם של/K F  1הוא תמורה של השורשים,..., nα α.  

)]הפולינומים כמעט הכי פשוטים שניתן לחקור הם מהצורה : 7 הערה ]) nf x x a x= − ∈ℚ , כאשר

a∈ℚ . השורשים של פולינום זה הםn
n ka ρ⋅  1עבור 1k n≤ ≤ כאשר , −
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π
ρ שורש יחידה ( =

n-אלה הם  ).י פרימיטיביn  שורשים שונים של( )f x ולכן אלה כולם.  

)3: דוגמא ) 2 [ ]f x x x= − ∈ℚ , 3השורשים הם 3
3
32

32, 2, 2ρ ρ . 3מהי( 2) / )(Gal ℚ ℚ ? נטען

)3שמתקיים  2) / ) { }(G da il =ℚ ℚ ,3 מתקיים. כלומר החבורה טריויאלית( 2) ⊂ℚ ℝ )אם . )?מדוע

3( ( 2) / )i ld Gaσ≠ ∈ ℚ ℚ  3אזי 33 2( 2) ) 2(β σ= ≠ℚ )( 2לפי טענה  ומתקיים ∈ 0f β אבל . =

3: אינם ממשיים fהשורשים הנוספים של 
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23 3
3 3( 2) / ), ( ( ) / )( 2Gal Galρ ρℚ ℚ ℚ ℚ כי מתקיים , הן טריויאליות

23 3 3
3 3( 2) / ) ( 2) / ) ( 2) / )( ( (Gal Gal Galρ ρ≅ ≅ℚ ℚ ℚ ℚ ℚ ℚ.  

23כעת נסמן  3 3 3
3 3 3( 2, 2, 2) ( 2, )K ρ ρ ρ= =ℚ ℚ . מתקיים[ ]: 6K =ℚ )לפי תרגיל מהתרגול הקודם ,

3כי ההרחבות של 
32,ρ 3וגם , )הן מדרגות זרות( / )Gal K S≤ℚ , כי כל אוטומורפיזם , 6לפי משפט

23הוא תמורה של שלושת השורשים  3 3
3 32, 2, 2ρ ρ . 3נראה שמתקיים( / )Gal K S=ℚ  ללא שימוש

  :בחבורה 2תחילה נשים לב שקיים אוטומורפיזם מסדר . טים נוספיםבמשפ

3
3

3

)

|

( 2,

( 2)

|

K ρ=ℚ

ℚ

ℚ

  

2אוטומורפיזם המחליף בין השורשים  5לפי משפט קיים  3ρי "להרחבה העליונה ע

3 3,ρ ρ , אוטומורפיזם

)זה הוא גם ב  )/Gal K ℚ ) 3כי הוא קובע את אברי( 2)ℚ  ולכן בפרט את אבריℚ .( למעשה ניתן

לראות שזוהי התמורה 
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)3כדי להראות ש  / )Gal K S=ℚ מספיק להראות את אחד הבאים:  

 .2קיים אוטומורפיזם נוסף מסדר  .1

 .3אוטומורפיזם נוסף מסדר  קיים .2

)פעולת  .3 )/Gal K ℚ על השורשים היא טרנזיטיבית.  

3מתקיים גם   :1נראה את 
3)( 2( )K ρ=ℚ  אוטומורפיזם  5ולכן קיים לפי משפט

2 3( / ( )) ( / )Gal K Gal Kπ ρ∈ ≤ℚ ℚ  23כך ש 3
2 32) 2(π ρ= .  

2π  1ובהכרח הוא שונה מ , )ויאליו יכול להיות טריא אינהו( 3או  2הוא מסדרπ  1ולכן יחד עםπ  הוא יוצר

  . 3Sאת כל 

נשים לב ש ( נראה את אחד האוטומורפיזמים במפורש
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3 31ρ ρ= − −(:  
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)אם מתקיים : )סולםה( משפט ) ( )F a F b
σ
),וגם  ≅ )) (E FF b Ka ⊆ )שדות פיצול של  ⊇ ) ( )a bm x m x= 

Eלאיזומורפיזם את האיזומורפיזם " להרים"אזי ניתן  K
σ
≅
ɶ

)כך ש   )|F aσ σ=ɶ.  

  

): מסקנה / )Gal E F  פריק-פולינום איפועלת טרנזיטיבית על שורשי ( )f x  כאשרE  שדה פיצול של( )f x 

   .Fמעל 

|: משפט ( / ) | [ : ]Gal E EF F≤  אם ויש שיויוןE ספרבילי שדה פיצול של פולינום ]( [)f x F x∈.   
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