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 משוואת הגלים החד מימדית על מיתר אינסופי

{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐
2𝑢𝑥𝑥 = 0, −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)
 

 נוסחת דלאמבר:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)

2
+
1

2𝑐
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡

 

 נשים לב כי:

𝑢𝑝𝑞 = 0 

 :𝑞ולפי  𝑝נבצע אינטגרל לפי 

𝑢(𝑝, 𝑞) = 𝐹(𝑝) + 𝐺(𝑞) 

 

 הערה:

 כי: נזכור

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
𝑏 ± √Δ

𝑎
 

 וכן:

𝑎 = −𝑐2 , 𝑏 = 0 , 𝑐 = 1 

 לכן:

Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐 = 0 − (−𝑐2) ⋅ 1 = 𝑐2 > 0 

 .ולכן משוואת הגלים היא מד"ח מסוג היפרבולי

  –כעת 

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
0 ± √𝑐2

−𝑐2
⇒
𝑑𝑡

𝑑𝑥
=
1

𝑐
 ,
𝑑𝑡

𝑑𝑥
= −

1

𝑐
 

 לכן:

∫𝑐 𝑑𝑡 = ∫−𝑑𝑥 

𝑐𝑡 = −𝑥 + 𝑐1 

𝑝 = 𝑐1 = 𝑥 + 𝑐𝑡  

∫𝑐 𝑑𝑡 = ∫𝑑𝑥 

𝑐𝑡 = 𝑥 + 𝑐2 
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𝑞 = 𝑐2 = 𝑥 − 𝑐𝑡  

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐹(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑐𝑡) 

 

 

 

 

 

 .𝐺 –ו  𝐹תנאי התחלה, ניתן למצוא את  2בהינתן 

{
𝑢(𝑥, 0) = 𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑐𝐹
′(𝑥) − 𝑐𝐺′(𝑥) = 𝑔(𝑥)

 

 

𝑓(𝑥)אם  משפט: ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏] ,𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1[𝑎, 𝑏]  אז𝑢 ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏]  פתרון כזיר ברציפות לפי

𝑥  ו– 𝑡. 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)

2
+
1

2𝑐
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡

 

 

 תרגיל:

 פתור את משוואת הגלים:

𝑢𝑡𝑡 − 9𝑢𝑥 = 0 

 עם תנאי ההתחלה:

𝑢(𝑥, 0) = {
1, |𝑥| ≤ 2
0, |𝑥| > 2

 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = {
1, |𝑥| ≤ 2
0, |𝑥| > 2

 

 פתרון:

𝑐 -נשים לב ש  =  . נתון גם תנאי התחלה:3

𝑢(𝑥, 0) = {
1, |𝑥| ≤ 2
0, |𝑥| > 2

 

𝑢𝑡(𝑥, 0) = {
1, |𝑥| ≤ 2
0, |𝑥| > 2
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 במקרה שלנו: נוסחת דלאמבר

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 3𝑡) + 𝑓(𝑥 + 3𝑡)

2
+
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

 

 מקרה א':

 

 

 

 

𝑥 − 3𝑡 < 𝑥 + 3𝑡 < −2 < 2 

 

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
0 + 0

2
−
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

= 0 

 מקרה ב':

 

 

 

 

𝑥 − 3𝑡 < −2 ≤ 𝑥 + 3𝑡 < 2 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 3𝑡) + 𝑓(𝑥 + 3𝑡)

2
+
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

=
0 + 1

2
+
1

6
∫ 1 𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

−2

=
1

2
+
1

6
[𝑠]−2

𝑥+3𝑡 =
1

2
+
1

6
(𝑥 + 3𝑡 + 2) 

 מקרה ג':

 

 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 3𝑡) + 𝑓(𝑥 + 3𝑡)

2
+
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

=
1 + 1

2
+
1

6
∫ 1 𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

= 1 +
1

6
[𝑠]𝑥−3𝑡

𝑥+3𝑡 = 1 +
1

6
[𝑥 + 3𝑡 − 𝑥 + 3𝑡] = 1 + 𝑡 
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 מקרה ד':

 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 3𝑡) + 𝑓(𝑥 + 3𝑡)

2
+
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

=
1 + 0

2
+
1

6
∫ 1 𝑑𝑠
2

𝑥−3𝑡

=
1

2
+
1

6
[𝑠]𝑥−3𝑡

2 =
1

2
+
1

6
(2 − 𝑥 + 3𝑡) 

 מקרה ה':

 

 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 3𝑡) + 𝑓(𝑥 + 3𝑡)

2
+
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

=
0 + 0

2
+
1

6
∫ 1 𝑑𝑠
2

−2

=
1

6
⋅ 4

=
4

6
=
2

3
 

 מקרה ו':

 

 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 3𝑡) + 𝑓(𝑥 + 3𝑡)

2
+
1

6
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+3𝑡

𝑥−3𝑡

= 0 

 לסיכום:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

0, מקרה א

1

2
+
1

6
(𝑥 + 3𝑡 + 2), מקרה ב

1 + 𝑡, מקרה ג

1

2
+
1

6
(−𝑥 + 2 + 3𝑡), מקרה ד

2

3
, מקרה ה

0, מקרה ו

 

 

,𝑢(𝑥תנאי ההתחלה אינם רציפים ולכן גם הפונקציה  מסקנה: 𝑡) .שלנו לא רציפה 
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 הערה:

𝑥0עבור  ∈ ℝ :נחשב את 

lim
𝑡→∞

𝑢(𝑥0, 𝑡) 

 נחלק למקרים:

𝑥0 − 3𝑡
𝑡→∞
→  −∞ 

𝑥0 + 3𝑡
𝑡→∞
→  ∞ 

 עבור מקרה ה':

lim
𝑡→∞

𝑢(𝑥0, 𝑡) =
2

3
 

 

 תרגיל:

  –פתור את משוואת הגלים 

{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐
2𝑢𝑥𝑥 = 0, −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 1) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥)
 

 פתרון:

  –נגדיר 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡 + 1) 

 נבדוק תנאי התחלה:

𝑤(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 1) = 𝑓(𝑥)  

 אם נגזור:

𝑤𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡 + 1) 

 לכן:

𝑤𝑡(𝑥, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥)  

 :𝑤קיבלנו משוואת גלים עבור 

{

𝑤𝑡𝑡 − 𝑐
2𝑤𝑥𝑥 = 0

𝑤(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 1) = 𝑓(𝑥)

𝑤𝑡(𝑥, 0) = 𝑢𝑡(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥)
 

 כעת ניעזר בנוסחת דלאמבר:

𝑤(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)

2
+
1

2𝑐
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡
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𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡 + 1⏟  
�̃�

) 

 :𝑡 –לכן נעשה החלפת משתנים ל 

�̃� = 𝑡 + 1 

 לכן:

𝑢(𝑥, �̃�) = 𝑤(𝑥, �̃� − 1) 

⇒ 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡 − 1) 

 ולכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 𝑐(𝑡 − 1)) + 𝑓(𝑥 + 𝑐(𝑡 − 1))

2
+
1

2𝑐
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+𝑐(𝑡−1)

𝑥−𝑐(𝑡−1)

 

∎ 
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 פתרון למשוואת הגלים הלא הומוגנית על מיתר אינסופי

{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐
2𝑢𝑥𝑥 = 𝐺(𝑥, 𝑡), −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)
 

 ניעזר בנוסחת דלאמבר למקרה הלא הומוגני:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑐𝑡)

2
+
1

2𝑐
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+𝑐𝑡

𝑥−𝑐𝑡⏟                          
פתרון לחלק ההומוגני

+
1

2𝑐
∫ [∫ 𝐺(𝑠, 𝜂)𝑑𝑠

𝑥+𝑐(𝑡−𝜂)

𝑥−𝑐(𝑡−𝜂)

] 𝑑𝜂
𝑡

0

 

 

 :1הערה 

 עשינו החלפת משתנים בתוך האינטגרל:

𝐺(𝑥, 𝑡) → 𝐺(𝑠, 𝜂) 

 

 :2הערה 

 בנוסחה הנ"ל יש אינטגרל כפול ולא כפל של אינטגרלים.

 

 

 

 

 

 תרגיל:

 פתרו את משוואת הגלים:

{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 2𝑒
−𝑥 sin 𝑡 = 0

𝑢(𝑥, 0) = sin 𝑥 = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1 = 𝑔(𝑥)
 

 פתרון:

 נשים לב:

𝐺(𝑥, 𝑡) = −2𝑒−𝑥 sin 𝑡 

⇒ 𝐺(𝑠, 𝜂) = −2𝑒−𝑠 sin 𝜂 

 לכן:
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𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥 − 𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑡)

2
+
1

2
∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠
𝑥+𝑡

𝑥−𝑡

+
1

2
∫ [∫ 𝐺(𝑠, 𝜂)𝑑𝑠

𝑥+𝑐(𝑡−𝜂)

𝑥−𝑐(𝑡−𝜂)

] 𝑑𝜂
𝑡

0

=
sin(𝑥 − 𝑡) + sin(𝑥 + 𝑡)

2
+
1

2
∫ 1 𝑑𝑠
𝑥+𝑡

𝑥−𝑡

+
1

2
∫ [∫ −2𝑒−𝑠 sin(𝜂) 𝑑𝑠

𝑥+𝑐(𝑡−𝜂)

𝑥−𝑐(𝑡−𝜂)

] 𝑑𝜂
𝑡

0

 

 נזכור כי:

sin 𝛼 + sin 𝛽 = 2 sin (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) 

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
2 sin(𝑥) cos(𝑡)

2
+
1

2
[𝑥 + 𝑡 − (𝑥 − 𝑡)] + ∫ [sin(𝜂)∫ −𝑒−𝑠𝑑𝑠

𝑥+𝑐(𝑡−𝜂)

𝑥−𝑐(𝑡−𝜂)

] 𝑑𝜂
𝑡

0

= sin 𝑥 cos 𝑡 + 𝑡 + ∫ sin 𝜂 [𝑒−𝑠]𝑥−𝑐(𝑡−𝜂)
𝑥+𝑐(𝑡−𝜂)

𝑑𝜂
𝑡

0⏟              
𝐼

 

 :𝐼נחשב את 

𝐼 = ∫ sin 𝜂 [𝑒−(𝑥+𝑐(𝑡−𝜂)) − 𝑒−(𝑥−𝑐(𝑡−𝜂))]𝑑𝜂
𝑡

0

= 𝑒−𝑥∫ sin 𝜂 (−2 sinh(𝑡 − 𝜂))𝑑𝜂
𝑡

0

= −2𝑒−𝑥∫ sin 𝜂 sinh(𝑡 − 𝜂) 𝑑𝜂
𝑡

0⏟              
𝐽

 

 :𝐽נחשב את 

𝐽 = ∫ sin 𝜂⏟
𝑢

sinh(𝑡 − 𝜂) 𝑑𝜂⏟        
𝑣′

𝑡

0

 

=⏟
אינטגרציה

בחלקים

[− sin 𝜂 cosh(𝑡 − 𝜂)]𝜂=0
𝜂=𝑡

+∫ cos 𝜂⏟
𝑢

cosh(𝑡 − 𝜂) 𝑑𝜂⏟          
𝑣′

𝑡

0

 

=⏟
אינטגרציה

בחלקים

− sin 𝑡 − [cos 𝜂 sinh(𝑡 − 𝜂)]0
𝑡 −∫ sin 𝜂 sinh(𝑡 − 𝜂) 𝑑𝜂

𝑡

0⏟              
𝐽

 

 לכן:

𝐽 = −𝑠𝑖𝑛𝑡 𝑡 − (0 − sinh(𝑡)) − 𝐽 

𝐽 =
− sin 𝑡 + sinh 𝑡

2
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 לכן:

𝐼 = −2𝑒−𝑥𝐽 = −2𝑒−𝑥
−sin 𝑡 + sinh 𝑡

2
= −𝑒−𝑥(sinh 𝑡 − sin 𝑡)  

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = sin 𝑥 cos 𝑡 + 𝑡 + 𝑒−𝑥(sinh 𝑡 − sin 𝑡)  

 נבדוק תנאי התחלה:

𝑢(𝑥, 0) = sin 𝑥  , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 1 

∎ 

 

 משוואת הגלים בקטע סופי בשיטת הפרדת משתנים של פורייה:

{

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐
2𝑢𝑥𝑥 = 0, 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥)
 

 כולל תנאי שפה:

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0 

 

 

 

 

 


