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òéðî

äðåùàøä äèéùä .íéâåå�æ úøæòá åà äøéôñ úøæòá (íéøåøôâ úåöåá÷ éúù ìùîì) úåéôåñ úåöåá÷ éúù ïéá úååùäì ïú�ð

.äàåùää úøãâäì ùîúùð äéðùä äèéùá .úåéôåñðéà úåöåá÷ úàåùäì çìöú àì

.B ìò A î úéëøò ãç ãç äîàúä úî�é÷ íà åæì åæ úåìå÷ù B å A úåöåá÷ éúùù øîàð :äøãâä

:úåàîâH

.íééâåæä íééòáèä íéøôñîäå íééòáèä íéøôñîä (à)

.2n éâåæä øôñîä úà íéîéàúî n éòáèä øôñîì

.äìù ùîî úé÷ìç äöåá÷ ïéáì úéôåñðéà äöåá÷ ïéá úåìé÷ù ìëá íéìá÷î åðà

.(øåèð÷ ìù äðåùàøä ïåñëìàä úèéù) íééòáè íéøôñî úåâåæå íééòáèä íéøôñîä (á)

ìò ÷éøÄñä åøôñîì âåæ ìë íéîéàúîå éôåñðéà èåç ìò íúåà íéøæåù ,äìáèá íéøôñîä úåâåæ úà íéîùåø

.èåçä

(1, 1) // (1, 2)

{{xxxxxxxx
(1, 3) // (1, 4)

{{xxxxxxxx

(2, 1)

²²

(2, 2)

;;xxxxxxxx
(5, 3)

{{xxxxxxxx
(2, 4)

²²
(3, 1)

;;xxxxxxxx
(3, 2)

{{xxxxxxxx
(3, 3)

;;xxxxxxxx
(3, 4)

{{xxxxxxxx

(4, 1)

²²

(4, 2)

;;xxxxxxxx
(4, 3)

{{(5, 1)

;;xxxxxxxx

.(øåèð÷ ìù äéðùä ïåñëìàä úèéù) 1 å 0 î úåéåðáä úåøãÀñä úöåá÷å íééòáèä íéøôñîä (â)

S á äðîñðù 1 å 0 î úåéåðáä úåøãñä úöåá÷ù äìéìùá çéðð ,ïëàå .åæì åæ úåìå÷ù ïðéà åìà úåöåá÷ éúù
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:úéôåñðéà äøãñë S á úåøãñä úà íùøì ïúð éæà .N íééòáèä íéøôñîä úöåá÷ì äìå÷ù

a1 = (a11, a12, a13, a14, . . .)

a2 = (a21, a22, a23, a24, . . .)

a3 = (a31, a32, a33, a34, . . .)

a4 = (a41, a42, a43, a44, . . .)

· · ·

úàöîð äðéà éàãåáù b = (b1, b2, b3, b4, . . .) äùãç äøãñ äðáð .1 åà 0 åðä aij íéøáàäî ãçà ìë øùàá

bn 6= ann èøôá .ann = 1 íà bn = 0 åìàå ann = 0 íà bn = 1 :àáä ïôàá øéãâð bn øáàä úà .äìáèá

åðà åæ äøéúñî .åðúçðäì ãåâðá ,äìáèá úàöîð b äøãñä ïéà ,éòáè n ìëì ïåëð äæ ïåéåù éàå ìéàåä .b 6= an ïëìå

.N ì S ïéá úéëøò ãç ãç äîàúä ïéàù íé÷éñ·î
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úåãåñé .1

éìá úåãRðáå íéøºùéÄa ú÷ñåòä øåùéîä úéøèîåàâá åîë .ïäì íéë�éùä íéøáàáå úåöåá÷á íé÷ñåò úåöåá÷ä úøåúá

ïéáð äöåá÷ äìîäî íìåà .íéøãâ»î éúìá "úåë�é·ù"å "øáà" ,"äöåá÷" íééåèáä åøàùé úåöåá÷ä úøåúá êë ,ïøéãâäì

íéøáàä ãçà àåä x å äöåá÷ äðä X íà . øáà àø÷ð óñàì ê�éùä íöò ìëå äæî äæ íéðåù íéîöò ìù óñ¹àá øáãîäù

.x /∈ X í¹ùøð X ì ê�éù åðéà x íà .x ∈ X ïîñð ,äéìà íéë�éùä

:úåàîâH

.1, 2, 3 äéøáàù äöåá÷ä äðä {1, 2, 3} (à)

.íéðåùàøä íééòáèä íéøôñîä úàî úà úììåëä äöåá÷ä àéä {1, 2, . . . , 100} (á)

.íééòáèä íéøôñîä äöåá÷ àéä N = {1, 2, 3, . . .} (â)

.íéîìùä íéøôñîä úöåá÷ àéä Z = {0,±1± 2,±3, . . .} (ã)

.íééìðåéöøä íéøôñîä úöåá÷ àéä Q = {m
n | m,n ∈ Z, n 6= 0} (ä)

.íééùîîä íéøôñîä úöåá÷ àéä R (å)

ìë úöåá÷ àéä {x ∈ X | P äðåëúä x ì} éæà ,X éøáà ìù úéøùôà äðåëú àéä P å äöåá÷ àéä X íà

íééùîîä íéøôñîä ìë úöåá÷ äðä (0, 1) = {x ∈ R | 0 < x < 1} ,äîâHì .P äðåëúä íäì ùéù X éøáà

.(úååö÷ä éìá) 1 ì 0 ïéá òè÷á

.{1, 2, {1}, {1, 2}} ,äîâHì .úåøçà úåöåá÷ ìù íéøáàë äðòôåú úåöåá÷ù ïëú�é

,äîâHì .íéøáàä íúåà úà úåìéëî ïä íà ,X = Y ïîñðå ,åæì åæ úååù Y å X úåöåá÷ù øîàð

.{1, 2, 3} = {1, 1, 3, 2} = {2, 1, 3}
äø÷îá .Y ì íâ ê�éù X ìù øáà ìë íà Y äöåá÷ ìù (äöåá÷ úú íâ åà) úé÷ìç äöåá÷ àø÷ú X äöåá÷

ìù äúåàð äöåá÷ úú àéä X ù íâ åà) Y á ùîî úìëåî X ù øîàð X 6= Y å X ⊆ Y íà .X ⊆ Y ïîñð äæ

.X ⊂ Y ïîñðå (Y

.úåöåá÷ ìù äìëää ñçé úåðåëú

.X ⊆ X (à)

.X = Y ⇐= Y ⊆ X å X ⊆ Y (á)

.X ⊆ Z ⇐= Y ⊆ Z å X ⊆ Y (â)

,åîöòá äöåá÷ äåäî åðéà úåöåá÷ä ìë ìù W óñàä :Russel ìù (ñ÷åãøô) ääéîúä

åéä æàå .åîöòá äöåá÷ X /∈ X ù êë X úåöåá÷ä ìë ìù S = {A ∈ W | A /∈ A} óñàä äéä úøçà :äçëåä

åðééä éðùä äø÷îá åìàå S /∈ S ù äøãâää éôì í�é÷úî äéä ïåùàøä äø÷îá .S /∈ S åà S ∈ S :úåéåøùôà éúù

.äøéúñ íéìá÷î åðééä íéø÷îä éðùá .S ∈ S ù íéìá÷î

4



.äìù øáà íâ àéä äìù äöåá÷ úú ìëù X äöåá÷ úî�é÷ ïéàù çëåä :ìéâøú

àø÷ì íéëñðù íéôñàä ïéá .úåòåãé úåöåá÷î úåøæâðä úåöåá÷á ÷ø ïðåáúðù òá÷ð åìàë íéëåáñî òðîäì éãë

.∅ = {x ∈ X | x 6= x} .∅ á äúåà ïîñð .ììë íéøáà äá ïéàù äöåá÷ åðééäã ,ä÷éøä äöåá÷ä úà ìëð úåöåá÷ íäì

.∅ = {n ∈ N | 1 < n < 2} ,ïéôåìçì

.úøçà äöåá÷ ìëá úìëåî àéäå úçà ä÷éø äöåá÷ ÷ø ùé

.úåöåá÷ ìò úåìËòô

:úåîëñ»î úåìËòô úøæòá úåôñåð úåöåá÷ ïäî úåðáì ìëåð A, B úåöåá÷ ïúðäá

,A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B} :ãåç´à

,A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B} :êåú¤ç

.ArB = {x | x ∈ A ∧ x /∈ B} :ùøôä

.B á A ìù íéìùîä åðä .BrA = {x ∈ B | x /∈ A} éæà ,B ìù äöåá÷ úú äðä A íà :íéìùî

éãé ìò B å A ìù ãåçàä úà ïîñð äæ äø÷îá .åæì åæ úåøæ B å A úåöåá÷äù øîàð A ∩ B = ∅ íà

.A ·∪B

.úåìËòôä é÷«ç

.A ∩B = B ∩A ,A ∪B = B ∪A :óåìçä é÷«ç (à)

.(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) ,(A ∪B) ∪ C = (A ∪B) ∪ C :óåøöä é÷«ç (á)

.A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ,A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) :âåìÄt é÷«ç (â)

.Ar(ArB) = A ∩B ,A ∪ ∅ = A ,A ∩ ∅ = ∅ ,A ∩A = A ,A ∪A = A (ã)

.A ∩B = A å A ∪B = B éæà ,A ⊆ B íà (ä)

.X rA ∩B = (X rA) ∪ (X rB) ,X rA ∪B = (X rA) ∩ (X rB) :ïâøåî-äã é÷«ç (å)

ìë óñàë øãâ»î
⋃

i∈I Ai ãåçàä .äöåá÷ Ai éäú i ∈ I ìëì .úåöåá÷ I å X åéäé .íéììë»î íéëåúçå íéãåçà :äøòä

úåöåá÷äî úçà ìëì íéë�éùä íéøáàä ìë óñàë øãâ»î
⋂

i∈I Ai êåúç .Ai úåöåá÷äî úçàî úåçôì íéë�éùä íéøáàä

.Ai⋃

i∈I

Ai = {x | (∃i ∈ I)[x ∈ Ai]}
⋂

i∈I

Ai = {x | (∀i ∈ I)[x ∈ Ai]}

íà .
⋃· i∈I Ai äøåöá åúåà áúëðå øæ ãåçà ìò øáãð ,íéðåù i, j ∈ I íéøáà éðù ìë øåáò Ai ∩ Aj = ∅ íà

.
⋂n

i=1 Ai ë ïëåú¤ç úàå
⋃n

i=1 Ai ë A1, . . . , An ìù ãåçàä úà íùøð I = {1, . . . , n}
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.X ìù úåé÷ìçä úåöåá÷ä ìë óñàë úøãâ»î X äöåá÷ ìù P (X) (Power set) ä÷æçä úöåá÷ :äøãâä

éðù úá äöåá÷ àéä P (1) = {∅, {∅}} åìàå 1 á äðîñðù ãçà øáà úá äöåá÷ àéä P (∅) = {∅} ,äîâHì

.2 á úðîËñîä íéøáà

.íéøáà 2n ùé P (A) áù çëåä .íéøáà n úá äöåá÷ A éäú :ìéâøú

äöåá÷ë øãâ»î (X äöåá÷ êåúî) éðùä øáàä y å ïåùàøä øáàä àåä x åáù (x, y) øåãñä âåæä :äøãâä

:äàáä úéôöúä éãé ìò ú÷ãö»î äøãâää .(x, y) = {{x}, {x, y}}

(x1, y1) = (x2, y2) =⇒ x1 = x2 ∧ y1 = y2

å x ∈ X íäáù (x, y) íéøåãñä úåâåæä óñàë úøãâ»î Y å X úåöåá÷ éúù ìù X×Y úéæèø÷ä äìôëîä :äøãâä

.R2 = {(x, y) | x, y ∈ R} åðä éùîîä øåùéîä ,äîâHì .X×Y = {(x, y) | x ∈ X∧y ∈ Y } :y ∈ Y

.A4B = (ArB) ∪ (BrA) åðä B å A úåöåá÷ éúù ìù éøèîéñä ùøôää :ìéâøú

:éøèîéñä ùøôää äéäé øåáçä :àáä ïôàá P (X) ìò ìôëå øåáç úåìËòô øéãâðå äöåá÷ X éäú

.A ·B = A ∩B :êåúçä äéäé ìôëä ;A + B = A4B

?äæ âåç ìù 1 äå 0 ä åäî .ì"ðä úåìËòôì ñçéá 2 ïåéôà ìòá âåç äåäî P (X) ù çëåä (à)

.äìù úé÷ìç äöåá÷ íâ àåä äá øáà ìëù íéøáà 4 úá äöåá÷ì äîâH ïú :ìéâøú
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úåéö÷ðåôå íéñçé .2

íéãîåò y å x ù øîàð (x, y) ∈ R íà .X ×X äöåá÷ä ìù R äöåá÷ úú àåä X äöåá÷á (éîå÷î åã) ñçé

z 6= 0 íé÷ íà x < y :àáä ïôàá øãâ»î íééùîî íéøôñîá ïåéåùä éà ñçé ,äîâHì .xRy ïîñð íéîòôì .R ñçéá

.X = Y øùéä ìòî R2 øåùéîá úðëåùä øåùéîä úéöçî àåä < ,éøèîåàâ ïôàá .y − x = z2 ù êë

íà éøèîéñ R ù íéøîåà .x ∈ R ìëì (x, x) ∈ R íà (éáéñ÷ìôø) øæåç R ñçéäù íéøîåà

.(x, y) ∈ R∧ (y, z) ∈ R =⇒ (x, z) ∈ R íà éáéèéæðøè) àöåé àø÷ð ñçéä .(x, y) ∈ R =⇒ (y, x) ∈ R

.(x, y) ∈ R íå÷îá x ∼ y íâ íéðîñî äæ äø÷îá .úåìé÷ù ñçé àåä R ù íéøîåà úåðåëúä ùìù ìë R ì ùé íà

:íéàáä íéàðúä éðù úà úî�é÷î àéä íà úåìé÷ù ú÷ìçî äð¤ä X ìù A äöåá÷ úú

.x, y ∈ A ìëì x ∼ y (1à)

.y ∈ A éæà ,y ∼ x å y ∈ X ,x ∈ A íà (2à)

éãé ìò úøöåðä (R ì ñçéá) úåìé÷ù ú÷ìçî àéä x̄ = {y ∈ X | y ∼ x} äöåá÷ä x ∈ X ìëì ,èøôá

ïîñð .(2à) å (1à) íéàðúä úà íéî�é÷îä P (X) ìù íéøáàä ìë óñà àåä R ì ñçéá úåìé÷ùä úå÷ìçî óñà .x

A,B ∈ X̄ íàå x ∈ X ìëì x ∈ x̄ ,ïëàå .X ìù X =
⋃· A∈X̄ A (Partition) ä÷«ìç äøùî àåä .X̄ á åúåà

,úî�é÷î àéä .R ì ñç�éá X ìù äðîä úöåá÷ íâ íéàøå÷ X̄ äöåá÷ì .äæì äæ íéøæ íâ B å A éæà ,äæî äæ íéðåù

.X̄ = {x̄ ∈ P (X) | x ∈ X}
.x, y ∈ Ai ù êë i ∈ I í�é÷ íà x ∼ y :X ìò úåìé÷ù ñçé äøéãâî X =

⋃· i∈I Ai ä÷ì«ç ìë ,êôäì

ãçà øáà ÷åéãá äìéëîä X ìù X0 äöåá÷ úú àéä R ì ñçéá X ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî ìù íéâö�éî úëøòî

.êùîäá äéìò øáãðù äøéçáä úîåéñ÷à úà êéøöî íéâöéî úëøòî ìù íåé÷ä .úåìé÷ù ú÷ìçî ìëî

:úåàîâH

.úåäæä ñçé (à)

.íéîìùä íéøôñîá n åìåãåî äôéôçä ñçé (á)

.éøåè÷å áçøî ìù äðî éáçøî (â)

X × Y ìù f úé÷ìç äöåá÷ àéä Y äöåá÷ì X äöåá÷î ( (function) äéö÷ðåô åà) (map) ä÷úÀòä

.f(x) = y íâ ïîñð äæ äø÷îá .(x, y) ∈ f ù êë Y á ãéçé y í�é÷ x ∈ X ìëì :úî�é÷îä

ìë úà .f ìù (range) ç�åèä äðä Y åìàå f äéö÷ðåôä ìù (domain) äøãâää íåçú úàø÷ð X äöåá÷ä

øøåâ f(x) = f(x′) íà (injective) úéëøò ãç ãç f ù íéøîåà åðà .f : X → Y ïåîÄñá íéîëñî åìàä úåãáËòä

.f(x) = y ù êë x ∈ X í�é÷ y ∈ Y ìëì íà (surjective) ìò f ù íéøîåà åðà .x, x′ ∈ X ìëì x = x′ ù

.ìò íâå úéëøò ãç ãç íâ àéä íà (bijective) ìò úéëøò ãç ãç f ù íéøîåà óåñáì
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:úåàîâH

.x ∈ X ìëì f(x) = y0 äòåá÷ äéö÷ðåô (à)

.x ∈ X ìëì idX(x) = x éãé ìò úøãâ»î idX ë íâ úîùø�ðä id: X → X úåäæä ú÷úòä (á)

úöåá÷) 2N ìò N î úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô éäåæ .åîöò êåúì N î úéëøò ãç ãç àéä f(n) = 2n äéö÷ðåôä (â)

.(íééâåæä íéøôñîä

úëøòî àéä X0 íà .X̄ ìò X î äéö÷ðåô àéä x 7→ x̄ ä÷úòää éæà X äöåá÷ ìò úåìé÷ù ñçé àåä R íà (ã)

.X̄ ìò X0 î úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô àéä x → x̄ ä÷úòää éæà ,R ì ñçéá X ìù úåìé÷ùä úå÷ìçîì íéâöéî

ìôë ,éøåè÷å áçøîá øåáç .íééùîî íéøôñî ìù ìôëå øåáç ,äîâHì .f : Xn → Y :íéðúùî äîëá äéö÷ðåô (ä)

.éøåè÷å áçøî ìù äðî áçøî .éøåè÷å áçøî ìù øì÷ñá

ïäìù (composition) äáëøää úà øéãâäì ìëåð g: Y → Z å f : X → Y úå÷úòä ïúðäá

øîåìë ,(associative) úéôåøö äðä äáëøää úìËòôù áì íéùð .(g ◦ f)(x) = g(f(x)) éãé ìò g ◦ f : X → Z

.h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f éæà ,h: Z → H úôñåð ä÷úòä äðåúð íà

å f ′ ◦ f = idX íà åæì åæ úåëåôä f ′ å f ù øîàð .úå÷úòä f ′: Y → X å f : X → Y äðééäú

.ìò úåéëøò ãç ãç f ′ íâå f íâ äæ äø÷îá .f ◦ f ′ = idY

ãéçéä x ì äåù g(y)" éãé ìò úøãâ»îä g: Y → X ä÷úòää éæà ,ìò úéëøò ãç ãç f : X → Y íà ,êôäì

.f−1 á íâ g úà ïîñð äæ äø÷îá .f ì äëåôä "f(x) = y í�é÷îä X á

?g ìòå f ìò g ◦ f = idX éàðúäî ãîìì ìëåú äî .úå÷úòä g: Y → X å f : X → Y äðééäú :ìéâøú

íéøáà n úá äöåá÷ ìù úåøåîúä øôñîù çëåä .äøåîú úàø÷ð äîöò ìò äöåá÷î úéëøò ãç ãç ä÷úòä :ìéâøú

.n! àåä

:úåôñåð úåàîâH

úøãâ»îä f |A: A → Y ä÷úòää åðä A ì f ìù íåöîöä .X ìù äöåá÷ úú A éäúå ä÷úòä f : X → Y éäú (à)

R≥0 = {x ∈ R | x ≥ 0} ìR î x 7→ x2 ä÷úòää ,äîâãì .x ∈ A ìëì f |A(x) = f(x) éàðúä éãé ìò

.ìòå éëøò ãç ãç åðä R≥0 ì äîåöîö íìåà .úéëøò ãç ãç àì íìåà ìò äðä

øåáò x(i) = xi ù êë x: {1, . . . , n} → X äéö÷ðåô äðä X äöåá÷ ìù íéøáà ìù (x1, . . . , xn) äé-n (á)

.i = 1, . . . , n øåáò xi = x′i éæà ,(x1, . . . , xn) = (x′1, . . . , x
′
n) íàù òáåð äøãâääî .i = 1, . . . , n

å x(1) = x1 ù êë x: {1, 2} → X ä÷úòä åðä X éøáà ìù (x1, x2) âåæù ìá÷ð ,n = 2 øåáò ,èøôá

.1 ÷øôá åðúðù {{x1}, {x1, x2}} äöåá÷ë (x1, x2) âåæä úøãâä íò úãëìúî äðéà åæ äøãâä .x(2) = x2

.(x1, x2) øåãñä âåæì ïáåî åúåà úåðúåð ïäù äæá ú÷ãö»î úåøãâää úåìéôë íìåà
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.éòáè n àåäù äæéà øåáò X ìù íéøáà úé-n äðä X ìù íéøáà ìù úéôåñ äøãñ

ìë øåáò x(i) = xi äáù x: N→ X äéö÷ðåô äðä X ìù íéøáà ìù (x1, x2, x3, . . .) (úéôåñðéà) äøãñ (â)

.i éòáè øôñî

.X ì Y î úå÷úòää ìë óñà äðä XY äöåá÷ä (ã)

àåä i á äëøòù A: I → P (X) ä÷úòäë úåàøì ïú�ð X äöåá÷ ìù úåöåá÷ úú ìù {Ai | i ∈ I} äçôùî (ä)

.Ai

éæà ,úåéôåñ úåöåá÷ ïä Y å X íàù çëåä .X úéôåñ äöåá÷á íéøáàä øôñî úà |X| á ïîñð :ìéâøú

.|XY | = |X||Y |

.x ∈ X ìëì f(x) ≤ g(x) íà f ≤ g ïîñð f, g: X → R úåéö÷ðåô ïúð¤äá

ïôàá A ìù χA: X → {0, 1} úéðéô¸àä äéö÷ðåôä úà øéãâð X ìù A äöåá÷ úú ìëì .äöåá÷ X éäú :ìéâøú

:àáä

χA(x) =
{ 1 x ∈ A

0 x /∈ A

:úåàáä úåðÂòÇèä úà çëåä

A ⊆ B ⇐⇒ χA ≤ χB (à)

.χA∩B = χAχB = min(χA, χB} (á)

.χA∪B = χA + χB − χA∩B = max(χA, χB) (â)

.χX rA = 1− χA (ã)

χA4B = |χA − χB | (ä)

äðä úåöåá÷ ìù {Ai | i ∈ I} óñà ìù úéæèø÷ä äìôëîä

∏

i∈I

Ai = {f : I →
⋃

i∈I

Ai | i ∈ I ìëì f(i) ∈ Ai}

ìù úéæèø÷ä äìôëîä .i ìëì ai ∈ Ai ïäáù X éøáà ìù (a1, . . . , an) úåé-n ä ìë óñà àåä
∏n

i=1 Ai èøôá

.íééùîî íéøôñî ìù úåé-n ä ìë óñà åðä Rn ,èøôá .An á ìéòì åîë úðîËñî A ìù íé÷úò n

äðåîúä úàø÷ð Y ìù f(A) = {f(a) | a ∈ A} äöåá÷ä úú A ∈ X ìëì .ä÷úòä f : X → Y éäú

äøùî f êëá .f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B} ïîñð B ⊆ Y øåáò .f úçú A ìù úåîãä åà (image)

àéä åæ .f−1 á úðîËñîä P (A) êåúì P (B) î äéö÷ðåôå f á àéä óà úðîËñîä P (B) êåúì P (A) î äéö÷ðåô

.f úçú B ìù (inverse image) äëåôää äðåîúä
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f(f−1(B)) ⊆ B ,ïë åîë .úéëøò ãç ãç f íà í�é÷úî ïåéåùå A ⊆ f−1(f(A)) úåî�é÷î åìà úåéöðåô

.ìò f íà í�é÷úî ïåéåùå

ìëì π(π−1(B)) = B ïëìå ìò äðä ,π(x, y) = x éãé ìò úøãâ»îä π: R2 → R äìèää úéöðåô ,äîâHì

.B ⊆ X

äîì äø÷î ìëá øéáñäì ùé .f ì äëåôää ä÷úòää úà íâ ïîñî f−1 éæà ,ìò úéëøò ãç ãç f íà :áì íéù

.äæä ïåîñá íéðåëúî åðà

ù çëåä .Y ìù äöåá÷ úú Bi éäú i ∈ I ìëìå ä÷úòä f : X → Y éäú :ìéâøú

.f−1(
⋂

i∈I Bi) =
⋂

i∈I f−1(Bi) å f−1(
⋃

i∈I Bi) =
⋃

i∈I f−1(Bi)

ù êëì äîâH ïú .f(
⋃

i∈I Ai) =
⋃

i∈I f(Ai) ù çëåä .X ìù äöåá÷ úú Ai äéäú i ∈ I ìëì

.f(
⋂

i∈I Ai) 6=
⋂

i∈I Ai

åäî .|c| + |d| 6= 0 ù êë íééùîî íéòåá÷ a, b, c, d øùàá ,x á úéùîî äéöðåô f(x) = ax+b
cx+d éäú :ìéâøú

øåáò ùøÉôî éåèá àöî äæ äø÷îá .ad − bc 6= 0 íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç f ù äàøä .f ìù äøãâää íåçú

.f ì äëåôää äéö÷ðåôä
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íéðåî íéøôñî .3

.A ∼ B ïîñð äæ äø÷îá .B ìò A ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä úî�é÷ íà B äöåá÷ì äìå÷ù A äöåá÷ù øîàð

,A′ ∩ B′ = ∅ å A ∩ B = ∅ ,B ∼ B′ ,A ∼ A′ íà .øáåòå ,éøèîéñ ,øæåç úåöåá÷ ïéá úåìé÷ùä ñçé

.A ·∪B ∼ A′ ·∪B′ éæà

äöåá÷ä .X ì äìå÷ùä Card á a äãéçéå úçà äöåá÷ úîé÷ X äöåá÷ ìëìù êë úåöåá÷ ìù Card ä÷ìçî úî�é÷ :äçðä

.a = |A| ïîñðå A ìù (cardinality) äîöÈòä íâ åà X ìù (cardinal number) äðåîä øôñîä àø÷´ú a

.íéøáà n úåðá úåöåá÷ä ìë ìù äðåîä øôñîä àåä n = {0, 1, . . . , n− 1} ,äîâHì

åà B úîöÈò ìù äìåò äðéà A úîöòù øîàð B ìù äöåá÷ úúì äìå÷ù A íà .úåöåá÷ éúù B å A äðééäú

äðè÷ A úîöòù øîàð B ì äìå÷ù äðéà A ,êëì óñåðá íà .|A| ≤ |B| ïîñðå B úîöòì äåù åà äðè÷ A úîöÈò

å |A| ≤ |B| íà øîåìë ,øáåòå |A| ≤ |A| øîåìë ,øæåç ≤ ñçéäù äìåò úåøãâääî .|A| < |B| ïîñðå B úîöòî

ïéà ïë åîë .|A| = |B| éæà ,|B| ≤ |A| å |A| ≤ |B| íàù øåøá äæ ïéà äæ áìùá íìåà .|A| ≤ |C| éæà ,|B| ≤ |C|
.êùîäá çéëåð úåîöò ïéá ïåéåùä éà ñçé ìù åìàä úåðåëúä éúù úà .äàåùäì úåðúð úåîöò éúù ìëù øåøá äæ

:úåàîâã

.|A| < |B| éæà ,b 6= c å B = {b, c} ,A = {a} íà (à)

.úéëøò ãç ãç n 7→ 1
n ä÷úòää ïëù ,|N| ≤ |Q ∩ [0, 1]| (á)

.|N| < |{0, 1}N| (â)

.|2X | = |P (X)| (ã)

.AX ∼ AY éæà ,X ∼ Y íà (ä)

.äáåè äøãâä éäåæù òáåð (ä) î .|2X | = 2|X| øéãâð (å)

úî�é÷îä ä÷úòä øîåìë ,øãñ úøîåù ä÷úòä ϕ: P (X) → P (X) éäúå äöåá÷ X éäú :úÆá¶ùä úãRð úîì

.ϕ(B) = B ù êë B ∈ P (X) úî�é÷ øîåìë ,úáù úãRð ϕ ì ùé éæà .A ⊆ B =⇒ ϕ(A) ⊆ ϕ(B)

.ϕ(B) = B ù çéëåðå B =
⋃

A∈AA ïîñð A = {A ∈ P (X) | A ⊆ ϕ(A)} óñàá ïðåáúð :äçëåä

.∅ ∈ A ,ïëì .∅ ⊆ ϕ(∅) èøôá .äöåá÷ ìëá úìëåî ä÷éøä äöåá÷äù ø�ëæð úéùàø

.B =
⋃

A∈AA ⊆ ⋃
A∈A ϕ(A) ⊆ ϕ(B) ïëìå ϕ(A) ⊆ ϕ(B) ïëì ,A ⊆ B éæà ,A ∈ A íà

íò ãçé .ϕ(B) ⊆ B ù B úøãâäî ìá÷ð ,ïëìå ϕ(B) ∈ A ,ïëì .ϕ(B) ⊆ ϕ(ϕ(B)) ù òáåð äæî

.åðòèù éôë ,ϕ(B) = B ù íéìá÷î åðà úîãå÷ä ä÷ñÄôä ìù äð÷ñîä

äìå÷ù X éæà ,X ìù äöåá÷ úúì äìå÷ù Y å Y äöåá÷ ìù äöåá÷ úúì äìå÷ù X äöåá÷ íà :ïééèùðøá-øåèð÷ èôùî

.Y ì
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ìò ϕ: P (X) → P (X) ä÷úòä øéãâð .úåéëøò ãç ãç úå÷úòä g: Y → X å f : X → Y äðééäú :äçëåä

.ϕ(B) = B ù êë X ìù B äöåá÷ úú úî�é÷ ïëìå øãñ úøîåù ϕ éæà .ϕ(A) = X r g(Y r f(A)) éãé

ä÷éúòî g|Y rB ù òáåð ïàëî .X rB = g(Y r f(B)) ïëì .X r g(Y r f(B)) = B ,úåøçà íéìîá

éãé ìò úøãâ»îä h: X → Y ä÷úòää .X rB ìò éëøò ãç ãç ïô¹àá Y r f(B) úà

h(x) =
{

f(x) x ∈ B
(g|Y−f(B))−1(x) x ∈ X rB

.Y ìò éëøò ãç ãç ïôàá X úà ä÷éúòî

:äð÷ñî

.|X| = |Y | éæà ,|Y | ≤ |X| å |X| ≤ |Y | íà (à)

.|X| < |Z| éæà ,|Y | < |Z| å |X| ≤ |Y | íà (á)

.|X| < |Z| éæà ,|Y | ≤ |Z| å |X| < |Y | íà (â)

.|X| < |P (X)| í�é÷úî X äöåá÷ ìëì :øåèð÷ èôùî

.|X| ≤ |P (X)| ,ïëì .P (X) êåúì éëøò ãç ãç ïôàá X úà ä÷éúòî x 7→ {x} ä÷úòää :äçëåä

äöåá÷ä úúá ïðåáúð .P (X) ìò X ìù f úéëøò ãç ãç ä÷úòä úî�é÷ù äìéìùá çéðð

éæà ,a ∈ A íà .f(a) = A ù êë a ∈ X í�é÷ äçðää éôì .X ìù A = {x ∈ X | x /∈ f(x)}
,ïëì .äøéúñ åðìá÷ íéø÷îä éðùá .a ∈ A ïëìå a /∈ f(a) éæà ,a /∈ A íà .a /∈ A ïëìå a /∈ f(a)

.|X| < |P (X)|

.m < 2m í�é÷úî m äîöò ìëì :äð÷ñî
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úåéôåñ úåöåá÷ .4

íéøôñîä ìë úöåá÷ åðä éòáè øôñî ìë :àáä ïåø÷òä úøæòá äéö÷åãðàá úåöåá÷ë íéøãâ»î íééòáèä íéøôñîä

øáã ìù åôåñá .n = {0, 1, . . . , n− 1} ,. . . ,3 = {0, 1, 2} ,2 = {0, 1} ,1 = {0} ,0 = ∅ :åðîî íéðè÷ä

.N = {1, 2, 3, . . .} å ω = {0, 1, 2, . . .} íéøéãâî

:àáä ïåùàøä ìëÙ»îä úà íãå÷ íéçéð·î ÷åéã øú�éá

äöåá÷ä úà íâ x øáà ìë íò ãçé äìéëîå ä÷éøä äöåá÷ä úà äìéëîä X äöåá÷ úî�é÷ :úéôåñðéàä äöåá÷ä úîåéñ÷à

.x ∪ {x}

.(transitive) úàöåé äöåá÷ úàø÷ð úéôåñðéàä äöåá÷ä úîåéñ÷àá òéôåîä éàðúä úà úî�é÷îä X äöåá÷

X0 ù çéëåð .X0 á äæä êåúçä úà ïîñð .àöåé åðä X ìù úåàöåéä úåöåá÷ä úú ìë êåúç íâ éæà ,úàöåé X íà

.X á äéåìú äðéà

Z = X ∪ Y ïîñð .Y ìù úåàöåéä úåöåá÷ä úú ìë êåúç Y0 éäúå úôñåð úàöåé äöåá÷ Y éäú ,ïëàå

ù òáåð X0 úøãâäî .úàöåé Z0 ⊆ X ,ïëì .Z0 ⊆ X0 èøôá .Z ìù úåàöåéä úåöåá÷ä úú ìë êåúç Z0 éäúå

.X0 = Z0 ,ïëì .Y0 = Z0 ù òáåð äîåã ïôàá .X0 = Z0 ,ïëì .X0 ⊆ Z0

´îå ä÷éøä äöåá÷ä úà äìéëîä äöåá÷ àéä X íàù òáåð ω ìù úåãéçéäå äøãâääî .ω á X0 úà ïîñð

.äìéçúëìî åðøãâäù éôë ω = {0, 1, 2, 3, . . .} ù ìá÷ð èøôá .ω ⊆ X éæà ,x ∪ {x} ∈ X ù òáåð x ∈ X

P äðåëúä ùé ä÷éøä äöåá÷ì íà .ω éøáà ìù úéøùôà äðåëú P éäú :äîìùä (äéö÷åãðàä) äàøùää ïåø÷ò

.P äðåëúä ùé ω ìù øáà ìëì éæà ,x ∪ {x} ì íâ äúåðåëð íâ úòáåð x øåáò äúåðåëðîå

.X = ω ù òáåð ω úà äøéãâîä äðåëúäî .P äðåëúä éìòá ω éøáà ìë úöåá÷ úà X á ïîñð :äçëåä

.A ì ìå÷ùä n ∈ ω í�é÷ íà úéôåñ äð�ëú A äöåá÷

:úåàáä úåðåëúä ùé n ∈ ω ìëì çéëåäì éãë äîìù äàøùäá ùîúùä :ìéâøú

.0 ∈ n åà 0 = n (à)

.x ∪ {x} ∈ n åà x ∪ {x} = n éæà ,x ∈ n íà (á)

.m ∈ n íà n î ïè÷ m ù øîàð .ω ìù íéøáà m,n åéäé :ìéâøú

.n < m åà m < n éæà ,m 6= n íàù çéëåäì éãë äîìù äàøùäá ùîúùä (à)

.l < n éæà ,m < n å l < m íàù çëåä (á)

.ïåùàø øáà ùé ω ìù ä÷éø àì äöåá÷ úú ìëìù çëåä :ìéâøú

.A ì ìå÷ùä n ∈ ω íé÷ íà úéôåñ äð�ëú A äöåá÷
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.|X r{x}| = n− 1 éæà ,x ∈ X å |X| = n íà :äøòä

.äîöò ìù äúåàð úé÷ìç äöåá÷ íåùì äìå÷ù äðéà úéôåñ äöåá÷ :ïåèôùî

íéøáà n úá X äöåá÷ úî�é÷ åøåáòù éøòæîä øôñîä n ≥ 0 éäé .ïåëð åðéà ïåèôùîäù äìéìùá çéðð :äçëåä

ïëì .(äúåàð äöåá÷ úú íåù ïéà ä÷éøä äöåá÷ì éë) X 6= ∅ éæà .äîöò ìù A äúåàð äöåá÷ úúì äìå÷ùä

.n = |X| ≥ 1

,X ′ = X r{x} ïîñð .f(x) 6= x å A ⊆ X r{x} ,ïëì .x ∈ X rA í�é÷ äçðää éôì

,äæì óñåðá .A′ ⊂ X ′ ïëìå f(x) ∈ X ′rA′ å A′ ⊆ X ′ éæà .f ′ = f |A′ å A′ = Ar{f(x)}
.n ìù úåéøòæîì äøéúñá ,|X ′| = n− 1 å ìòå úéëøò ãç ãç f ′: X ′ → A′

.ìò f éæà .úéëøò ãç ãç ä÷úòä f : X → X å úéôåñ äöåá÷ X éäú :äàöåú

.f ′(y) ∈ f−1(y) øáà øçáð .ä÷éø äðéà f−1(y) äöåá÷ä y ∈ Y ìëì .ìò ä÷úòä f : X → Y éäú

.f ◦f ′ = idY øîåìë f(f ′(y)) = y éæà (.äøéçáä úîåéñ÷àá éôåñðéàä äø÷îá äéåìú f ′(y) úà øçáì úåøùôàä)

.f ìù êúç úàø÷ðä úéëøò ãç ãç ä÷úòä äðä f ′: Y → X ïëì

.úéëøò ãç ãç f éæà ,ìò f : X → X å úéôåñ äöåá÷ äðä X íà :äàöåú

.úéëøò ãç ãç f ù òáåð ïàëî .ìò ïëìå éëøò ãç ãç f ′ éæà .f ìù êúç f ′: X → X éäé :äçëåä

:ïåèôùî

.úéôåñ A éæà ,úéôåñ äöåá÷ ìù äöåá÷ úú äðä A íà (à)

.úåéôåñ úåöåá÷ AB å A ∪B ,A×B ,A ∩B íâ éæà ,úåéôåñ úåöåá÷ ïä A, B íà (á)

.úéôåñ P (A) íâ úéôåñ A íà (â)

.|A| ìò äéö÷åãðàá :à úçëåä

.úéôåñ ,(à) éôì ,ïëìå A ì úé÷ìç A ∩B äöåá÷ä :á úçëåä

h: A × B → mn ä÷úòää éæà .ìò úåéëøò ãç ãç úå÷úòä g: B → n å f : A → m äúò åéäé

.ìò úéëøò ãç ãç àéä h(a, b) = f(a) + mg(b) éãé ìò úøãâ»îä

äø÷îá .h(b) = m+ g(b) å h(a) = f(a) éãé ìò h: A∪B → m+n øéãâð ,åæì åæ úåøæ B å A íà

.íãå÷ä äø÷îáå (à) á ùîúùðå A ∪B = A ·∪ (BrA) úåäæá ùîúùð éììëä

ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .m,n ≥ 1 ù äø÷îá ÷ø ïúð |AB | = mn ù äçëåää úà

ä÷úòä øéãâð .B = {0, . . . , n− 1} å A = {0, . . . , m− 1}

h: {0, . . . ,m− 1}{0,...,n−1} → {0, . . . , mn − 1}
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:àáä ïôàá α: {0, . . . , n− 1} → {0, . . . , m− 1} äé÷öðåôá h ìù êøòä úà øéãâðù éãé ìò

h(α) = α(0) + α(1)m + · · ·+ α(n− 1)mn−1

.ìò úéëøò ãç ãç h ù òáåð ,ãéçé ïôàá m ñéñá éôì çåúôì ïú�ð éòáè øôñî ìëå ìéàåä

.|P (A)| = 2|A| (á) éôì .2A ì ìå÷ù P (A) ù øáë åðéàø :â úçëåä
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äé�ðî úåðá úåöåá÷ .5

äðåî øôñî àø÷ð úéôåñðéà äöåá÷ ìù äðåîä øôñîä .úéôåñðéà äð�ëî n ∈ ω íåùì äìå÷ù äðéàù X äöåá÷

.éôåñðéà

.úéôåñðéà äðä ω = {0, 1, 2, . . .} äöåá÷ä :ïåèôùî

f |n: n → n ïëì .n ∈ ω àåäù äæéà øåáò ,f : ω → n ìò úéëøò ãç ãç ä÷úòä úî�é÷ù äìéìùá çéðð :äçëåä

,f(m) = f(n) ù êë m ∈ n í�é÷ù ïàëî .f(n) < n óñåðá .ìò íâ àéä ,4 óéòñ éôì ,ïëìå úéëøò ãç ãç àéä

.f ìù úåéëøò ãç ãçì äøéúñá

øùàá {x1, x2, x3, . . .} äøåöá á¹úëì ïú�ð åæë äöåá÷ .(countable) ä�é�ð°î úÇa äð�ëî N ì äìå÷ùä äöåá÷

.ℵ0 á ïîËñî äéð°î úá äöåá÷ì íéàúîä äðåîä øôñîä .äæî äæ íéðåù íéé-xi ä

:úåàîâã

.äéðî úá ω äöåá÷ä (à)

.äéðî úá íééâåæä íéøôñîä úöåá÷ (á)

.äéðî úá Z íéîìùä íéøôñîä úöåá÷ (â)

.äéðî úá N× N ,íééòáèä íéøôñîä úåâåæ úöåá÷ (ã)

.øåèð÷ ìù äðåùàøä ïåñëìàä úèéùá íéùîúùî ïàë

úî�é÷îä F : N→ X äãéçé ä÷úòä úî�é÷ éæà .ä÷úòä f : X → X å X ìù øáà a ,äöåá÷ X åéäé :äâéñðä èôùî

.n ∈ N ìëì F (n + 1) = f(F (n)) å f(1) = a

åúçëåä úà äçãð .(äéö÷åãðà=) äàøùäá X äöåá÷á íéøáà ìù úåøãñ øéãâäì åðì øùôàî äâéñðä èôùî

.óéòñä óåñì

.ℵ0 ≤ |X| íà ÷øå íà úéôåñðéà àéä X äöåá÷ :ïåèôùî

úîåéñ÷àá äéåìú ä÷úòää úà øéãâäì úåøùôàä .f : N→ X úéëøò ãç ãç ä÷úòä äéö÷åãðàá íéøéãâî :äçëåä

.äâéñðä èôùîáå (8 óéòñá äòéôåîä) äøéçáä

.øúåéá ïè÷ä éôåñðéàä äðåîä øôñîä åðä ℵ0 :äð÷ñî

.äéðî úá äöåá÷ úú äôé÷·î úéôåñðéà äöåá÷ ìë :äð÷ñî
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.äîöò ìù äúåàð äöåá÷ úúì äìå÷ù àéä íà ÷øå íà úéôåñðéà àéä X äöåá÷ :ïåèôùî

àéäù çéðäì ïúð ,úéôåñðéà X íà .(4 óéòñ) äîöò ìù äúåàð äöåá÷ úúì äìå÷ù àéä ïéà ,úéôåñ X íà :äçëåä

íà f(x) = x å n ∈ N íà f(n) = n + 1 ììëä éãé ìò úøãâ»îä f : X → X ä÷úòää .N úà äôé÷·î

.X r{1} ìò éëøò ãç ãç ïôàá X úà ä÷éúòî ,x ∈ X rN

.äéðî úá Y ù åà úéôåñ Y éæà ,Y ⊆ X å äéð°î úá X íà :ïåèôùî

.|Y | = ℵ0 ,ïééèùðøá-øåèð÷ éôì .ℵ0 ≤ |Y | ≤ |X| = ℵ0 éæà ,úéôåñðéà Y íà :äçëåä

:ïåèôùî

.äéðî ïá àåä äéðî úåðá úåöåá÷ éúù ìù ãåçàä (à)

.äéðî ïá àåä äéðî úåðá úåöåá÷ ìù éôåñ øôñî ìù ãåçàä (á)

.|⋃∞
i=1 Xi| = ℵ0 éæà ,i = 1, 2, 3, . . . øåáò ,|Xi| = ℵ0 íà (â)

.|⋃∞
i=1 Xi| ≤ ℵ0 éæà ,i = 1, 2, 3 . . . øåáò ,|Xi| ≤ ℵ0 íà (ã)

ïîñð (ã) úà çéëåäì éãë .ïééèùðøá-øåèð÷ èôùîîå (ã) î úåòáåð (â) å (á) ,(à) úåðòèä :äçëåä

ïú�ð .
⋃∞

i=1 X ′
n =

⋃∞
n=1 Xn å åæì åæ úåøæ X ′

1, X
′
2, X

′
3, . . . úåöåá÷ä éæà .X ′

n = Xnr
⋃n

i=1 Xi

äðåùàøä ïåñëìàä úèéùá ùîúùäìå åæì åæ úåøæ X1, X2, X3, . . . úåöåá÷äù úåéììëä úìáâä éìá àåôà çéðäì

.øåèð÷ ìù

,úéôåñðéà äøãñá íøãñð .íééðåùàø íéøôñî óåñðéà úåàéöî ìò øáë íéòãåé åðàù çéðð ,ïéôåìçì

ä÷úòää .úéëøò ãç ãç ä÷úòä fn: Xn → N éäú n ìëì .(äìåò øãñ éôì ìùîì) p1, p2, p3, . . .

.úéëøò ãç ãç àéäå áèéä úøãâ»î x ∈ Xn íà ϕ(x) = p
fn(x)
n éãé ìò úøãâ»îä ϕ:

⋃∞
n=1 Xn → N

.|Q| = ℵ0 :äàöåú

:ïåèôùî

.|X × Y | = ℵ0 éæà ,|Y | = ℵ0 å |X| = ℵ0 íà (à)

.|∏n
i=1 Xi| = ℵ0 éæà ,i = 1, . . . , n øåáò |Xi| = ℵ0 íà (á)

X × Y =
⋃

y∈Y X × {y} äâöäá åà øåèð÷ ìù äðåùàøä ïåñëìàä úèéùá ùîúùäì øùôà :(à) úçëåä

.íãå÷ä ïåèôùîáå

.(à) á ùåîùå n ìò äéö÷åãðà :(á) úçëåä

.äéðî ïá X ìù úåéôåñä úåé÷ìçä úåöåá÷ä ìë óñà éæà ,äéðî úá X íàù çëåä :ìéâøú
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.|B| ≤ ℵ0 ù çëåä .a ∈ A ìëì |π−1(a)| ≤ ℵ0 ùå |A| ≤ ℵ0 ù çéðð .ìò ä÷úòä π: B → A éäú :ìéâøú

ïá Q :æîø .äéðî úá øúåéä ìëì àéä äæì äæ íéøæä R á íéçåúô íéòè÷ ìù {Iα | α ∈ A} äçôùî ìëù çëåä :ìéâøú

.äéðî

.äéðî úá øúåéä ìëì àéä f : R→ R úéðåèåðåî äéö÷ðåô ìù úåôéöøä éà úåãRð úöåá÷ù çëåä :ìéâøú

íéîìù íéøôñî a0, . . . , an å éòáè n åáù p(X) = anXn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 äøåöäî éåèá

.n äìòîî íéîìù íéîã÷î íò íåðéìåô àø÷ð an 6= 0 å

úåãùä úøåúî .p(z) = anzn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0 = 0 íà p(X) ìù ùøù àø÷ð z áë�î øôñî

.íéîìù íéáë�î íéùøù n øúåéä ìëì ùé íéîìù íéîã÷î íò n äìòîî ï÷»úî íåðéìåôìù òåãé

.íéîìù íéîã÷î íò ñôàî äðåù íåðéìåô ìù ùøù àåä z íà éøáâìà äð�ëî z áë�î øôñî

.äé�ðî úá àéä íééøáâìàä íéøôñîä úöåá÷ :èôùî

øôñî ÷ø ùé íéîåðéìåôäî ãçà ìëì .äéðî úá àéä íéîìù íéîã÷î íò ñôàî íéðåùä íéîåðéìåôä úöåá÷ :äçëåä

.íééøáâìà íéøôñî ℵ0 ÷åéãá ùé ,íãå÷ èôùî éôì ,ïëì .íéùøù ìù éôåñ

ù êë ∅ ⊂ A ⊂ X äöåá÷ úú úî�é÷ f : X → X ä÷úòä ìëì íà ÷øå íà úéôåñðéà äðä X äöåá÷ù çëåä :ìéâøú

.f(A) ⊆ A

:úåî�é÷îä XN× ìù A úåé÷ìçä úåöåá÷ä ìë óñà úà W á ïîñð :äâéñðä èôùî úçëåä

.(1, a) ∈ A (à1)

(n + 1, f(x)) ∈ A éæà ,(n, x) ∈ A íà (á1)

.íé÷ìç äîëì äçëåää êùîä úà ÷ìçðå

.N×X ∈ A ïëàå .ä÷éø äðéàA :à ÷ìç

.A ì úë�éù F =
⋂

A∈AA äöåá÷ä :á ÷ìç

.A ì úë�éùä A äöåá÷ ìëá úìëåî F :â ÷ìç

òáåð ïëàå .1 ∈ M éæà .(n, x) ∈ F ù êë X á ãéçé x í�é÷ íøåáòù n ∈ N ä ìë úöåá÷ úà M á ïîñð :ã ÷ìç

,F r{(1, b)} ∈ A éæà .b 6= a å (1, b) ∈ F í�é÷î b ∈ X ù çéðð äúò .(1, a) ∈ F ù äøãâääî ìë íãå÷

.â ÷ìçì äøéúñá

íãå÷ ïëàå .F r{(n+1, y)} ∈ W éæà ,y 6= f(x) å (n+1, y) ∈ F ,(n, x) ∈ F ,n ∈ M íà :ä ÷ìç

(n, z) = (n, x) éæà ,m = n íà .(m, z) ∈ F r{(n+1, y)} ù çéðð äúò .(1, a) ∈ F r{(n+1, y)} ìë
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íà .(m + 1, f(x)) = (n + 1, f(x)) ∈ F r{(n + 1, y)} ù ïàëî òáåð f(x) 6= y å ìéàåä .z = x ïëìå

.F r{(n+1, y)} ∈ A ù ïàëî .(m+1, f(z)) ∈ F r{(n+1, y)} ïëìå m+1 6= n+1 éæà ,m 6= n

.(n, x) ∈ f ù êë X á ãéçé x í�é÷ éæà .n ∈ M ù çéðð .1 ∈ M ã ÷ìç éôì .úàöåé M äöåá÷ä :å ÷ìç

éæà ,(n + 1, y) ∈ F íâå y 6= f(x) í�é÷îä y ∈ X í�é÷ äéä åìà .(n + 1, f(x)) ∈ F ,á ÷ìç éôì

.n + 1 ∈ M ,ïëì .â ÷ìçì äøéúñá ,(ä ÷ìç éôì) F r{(n + 1, y)} ∈ A

å ÷ìçîå ã ÷ìçäî .F (n + 1) = f(F (n)) å F (1) = a úî�é÷îä X êåúì N î ä÷úòä äðä F :æ ÷ìç

,úåøçà íéì´îá .(n, x) ∈ F ù êë X á ãéçé x í�é÷ n ∈ N ìëì ,ïëì .M = N ù äàøùää ïåø÷ò éôì òáåð

íà ,ïë ìò øúé .f(1) = a ,èøôá .(n, x) ∈ F íå÷îá F (n) = x ìéâøë ïîñðå ä÷úòä àéä F : N → X

.F (n + 1) = f(F (n)) ïëìå (n + 1, f(F (n)) = (n + 1, f(x)) ∈ F éæà ,F (n) = x

.äàøùää ïåø÷ò úøæòá íéçéëåî F ä÷úòää úåãéçé úà :ç ÷ìç
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óöøì úåìå÷ùä úåöåá÷ .6

.ℵ á úðîËñî åúîöò .óöøä àø÷ð [0, 1] = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 1} øåâñä òè÷ä

.ä�é�ð°î�ì ïúð åðéà [0, 1] óöøä :èôùî

äùìùì [0, 1] òè÷ä úà ÷ìçð .[0, 1] = {x1, x2, x3, . . .} ù äìéìùá çéðð :(íéñðëúîä íéòè÷ä úèéù) äçëåä

äúò .x1 úà ìéëî åðéà ,I1 á åðîñðù ,íéòè÷ä ãçà .[0, 1] = [0, 1
3 ] ∪ [ 13 , 2

3 ] ∪ [ 23 , 1] :íëøàá íéåù íéòè÷

úøãñ äæë ïôàá øçáð äéö÷åãðàá .x2 úà ìéëî åðéàù ,I2 ,íäî ãçà øçáðå íéåù íéòè÷ äùìùì I1 úà ÷ìçð

.I1 ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · · ,ïë ìò øúé .xn /∈ In å 1
3n ì äåù In ìù êøàäù êë I1, I2, I3, . . . íéøåâñ íéòè÷

êåúçä (øìæéî ãåã ìù "éìîéñèðéôðéà ïåáùç"á 58 ãåîò äàø) íéñôàúî íéòè÷ úøãñ ìò øåèð÷ ìù äîìä éôì

éàù äçéëåî åðúçðäì åæ äøéúñ .éòáè n ìëì x 6= xn ïëìå x ∈ In èøôá .x ãçà øôñî ÷åéãá ìéëî
⋂∞

n=1 In

.[0, 1] òè÷ä úà úåðîì øùôà

.åìàä íéðåîä íéøôñîä éðù ïéá øù÷ì äðä äàáä åðúøèî .ℵ0 < ℵ ù àåôà åðçëåä

.|Y | ≤ ℵ0 ù êë úåöåá÷ Y å X äðééäú :øæò èôùî

.X ∪ Y ∼ X éæà ,úéôåñðéà X íà (à)

.X ∪ Y ∼ X éæà ,äéðîì úðúð äðéà X ∪ Y íà (á)

úìáâä éìá çéðäì ìëåð Y rX á Y úôìçä éãé ìòù òáåð X ∪ Y = X ·∪ (Y rX) äâöääî :à úçëåä

,éæà .äéðî úá X1 øùàá X = X0
·∪X1 íùøð äúò .åæì åæ úåøæ Y å X ù úåéììëä

.X ∪ Y = X0
·∪ (X1

·∪ Y ) ∼ X0
·∪X1 = X

ù òáåð (à) î .úéôåñðéà X ïëì .äçðäì äøéúñá ,|X ∪ Y | ≤ ℵ0 äéä ,úéôåñ X äú�éä åìà :á úçëåä

.X ∪ Y ∼ X

.2ℵ0 = ℵ :èôùî

ì 0 ïéá x éùîî øôñî ìë âéöäì àåä éììëä ïåéòøä .(2 = {0, 1} øùàá) 2N ∼ [0, 1] ù çéëåäì åðéìò :äçëåä

íéøôñî ùé íìåà .(ε1, ε2, ε3, . . . äøãñì x úà íéàúäìå εi ∈ {0, 1} øùàá 0.ε1ε2ε3 · · · éôåñðéà øáùë 1

.äçëåäá úåøéäæì åðúåà úá�éçî åæ úåìéôë . 12 = 0.01111 · · · = 0.1000 · · · ,ìùîì .åìàë úåâöä éúù éìòá

øåáò εi = 0 ù êë éòáè n í�é÷ ïøåáòù (ε1, ε2, ε3, . . .) úåøãñä ìë óñàë D úà äìéçú øéãâð äæ êøöì

.2N ∼ E ,øæòä èôùî éôì ,ïëìå äéðî úá D éæà .E = 2NrD éäé .i ≥ n + 1 ìë

òè÷á øôñîì ñðëúî íåëñäù áì íéù)
∑∞

i=1
εi

2i øôñîä úà íéàúð ε = (ε1, ε2, ε3, . . .) ∈ E ìëì

.([0, 1]
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éæà ,E ìù íéðåù íéøáà éúù íä ε = (ε1, ε2, ε3, . . .) å δ = (δ1, δ2, δ3, . . .) íà :äðòè

.
∑∞

i=1
δi

2i 6=
∑∞

i=1
εi

2i

ù êë r > n í�é÷ éæà .εn = 1 å δn = 0 ,i = 1, . . . , n− 1 øåáò δi = εi ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá

,ïëì .εr = 1
∞∑

i=1

εi

2i
−

∞∑

i=1

δi

2i
=

1
2n

+
∞∑

i=n+1

εi − δi

2i
>

1
2n
−

∞∑

i=n+1

1
2i

=
1
2n
− 1

2n
= 0

.2ℵ0 ≤ ℵ ,ïëì .úéëøò ãç ãç [0, 1] êåúì E ìù ε 7→ ∑∞
i=1

εi

2i ä÷úòääù òáåð äðòèäî

úà øáë åðøãâäù äéö÷åãðàá çéðð ,ïëàå .x =
∑∞

i=1
εi

2i ù êë ε ∈ 2N äøãñ íéàúð x ∈ [0, 1) ìëì ,êôäì

.0 ≤ y < 1 éæà .y = 2n−1x− 2n−1
∑n−1

i=1
εi

2i ïîñð .0 ≤ x−∑n−1
i=1

εi

2i < 1
2n−1 ù êë ε1, . . . , εn−1

äøãñä úøãâäî .0 < x−∑n
i=1

εi

2i < 1
2n éæà . 12 ≤ y < 1 íà εn = 1 å 0 ≤ y < 1

2 íà εn = 0 øéãâð

.x =
∑∞

i=1
εi

2i ù òáåð

.2ℵ0 = ℵ ù òáåð ïééèùðøá-øåèð÷ èôùîî .ℵ = [0, 1) ≤ 2ℵ0 ,ïëì .úéëøò ãç ãç x 7→ ε äîàúää

.óöøì ìå÷ù åîöò R ïë ìò øúé .óöøì íéìå÷ù íééùîî íéøôñî ìù ïø÷ ìëå òè÷ ìë :íéòè÷ä ïåèôùî

[0, r] ,ïëì .[0, r] ìò éëøò ãç ãç ïôàá [0, 1] úà ä÷éúòî x 7→ rx ä÷úòää éæà .r > 0 ìë íãå÷ éäé :äçëåä

.óöøì ìå÷ù

[a, b] ïëì .[a, b] ìò [0, b− a] úà ä÷éúòî x 7→ x + a ä÷úòää éæà ,íééùîî íéøôñî íä a < b íà

.óöøì ìå÷ù

.(a, b) çåúôä òè÷ìå [a, b) ïé´îé´î çåúôä òè÷ì ,(a, b] ìàîùî çåúôä òè÷ì [a, b] ìå÷ù øæòä èôùî éôì

ä÷úòää åìàå [1,∞) ïø÷ä ìò éëøò ãç ãç ïôàá (0, 1] òè÷ä úà ä÷éúòî x 7→ 1
x ä÷úòää

éöçä ïø÷ä äìå÷ù ,øæòä èôùî éôì .[a,∞) ïø÷ä ìò éëøò ãç ãç ïôàá [1,∞) úà ä÷éúòî y 7→ y − 1 + a

éëøò ãç ãç ïôàá [a,∞) ïø÷ä úà ä÷éúòî z 7→ −z ä÷úòää ,óåñáì .(a,∞) äçåúôä ïø÷ì [a,∞) äøåâñ

.óöøì úåìå÷ù í�éðø÷ä ìë ïëì .(−∞,−a) ïø÷ä ìò éëøò ãç ãç ïôàá (a,∞) ïø÷ä úàå (−∞,−a] ïø÷ä ìò

R íâ ,ïëì .(−1, 1) = (−1, 0) ·∪ [0, 1) ∼ (−∞, 0) ·∪ [0,∞) = R ù äìåò äúò ãò åðçëåäù äîî

.óöøì ìå÷ù

.éøáâìà åðéà íà (transcendental) ä�ìÂò�ð äð�ëé áë�î øôñî

.óöøì äìå÷ù íéìòðä íééùîîä íéøôñîä úöåá÷ ,ïë ìò øúé .íéìòð íéáë�î íéøôñî íéî�é÷ :(íéìòð íéøôñî) äð÷ñî

.Rtrans ,åìù íéìòðä íéøôñîä úöåá÷å ,Ralg ,åìù íééøáâìàä íéøôñîä úöåá÷ ìù øæ ãåçà åðä R äãùä :äçëåä

.|Rtrans| = ℵ ,øæòä èôùî éôì ,ïëì .äéðî úá Ralg ,íééøáâìàä íéøôñîä èôùî éôì

21



úà äñë .äãéçéä ìåâÄò úà íéñëî íä äæ äø÷îá :æîø .øåùéîä úà úåñëì ìåëé åðéà íéøùé ìù éðî øôñîù çëåä :ìéâøú

.π î ïè÷ íäéçèù íåëñù íéòåáøá íéîéàúîä íéòè÷ä

.R3 úà äñëî äðéà R3 á íéøåùéî ìù äéðî úá äöåá÷ù çëåä :ìéâøú

:ìéâøú

úú àåä A ,úåøçà íéìîá .äìëäì ñçéá úåîìùá äøåãñä Q ìù úåöåá÷ úú ìù óöøä úîöòî A äçôùî úî�é÷ù çëåä (à)

úîöòî |R| ù êëá ùîúùä :æîø .B ⊆ A åà A ⊆ B í�é÷úî A,B ∈ A ìëìå |A| = ℵ ,P (Q) ìù äöåá÷

.óöøä

.(à) á ùîúùä :æîø .äìëäì ñçéá úåîìùá äøåãñä êë N ìù úåöåá÷ úú ìù óöøä úîöòî B äçôùî úî�é÷ù çëåä (á)

:ìéâøú

.íééìðåéöø íéøôñî ïäìù (úåèðéãøåàå÷) íéøåòùä éðùù øåùéîá úåãRðä úåöåá÷ ìù äîöòä äî (à)

.äæì äæ íéøæ íäî ÷�éðù ìëù øåùéîá íéìåâÄò ìù D äöåá÷ ìù úéáaøîä äîöòä éäî (á)

.äæì äæ íéøæ íäî íéðù ìëù øåùéîá íéìâòî ìù C äöåá÷ ìù íéáøîä äîöòä äî (â)

íò äãRð øçá E á 8 äéðéîù ìëì :æîø .åæì åæ úåøæ ïäî íéúù ìëù 8 úåéðéîù ìù E äöåá÷ ìù úéáøîä äîöòä éäî (ã)

.(à) á ùîúùä ïëî øçàì .äéðéîùä úà íéáéëøîä íéìâòîäî ãçà ìë êåúá íééìðåéöø íéøåòù
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íéðåî íéøôñî ïåáùç .7

åìàì éøîâì íéîåã íðéà åìà úåìËòô ìù ïåáùçä éììë .íéðåî íéøôñî ìù ä÷æçá äàìòäå ìôë ,øåáç úåìËòô øéãâð

.íééùîî íéøôñî ìù

.øåá¤ç

A∪B ìù äðåîä øôñîä .|B| = b å |A| = a ù êë úåøæ úåöåá÷ B å A åéäéå íéðåî íéøôñî b å a åéäé

.|A ·∪B| = |A|+ |B| ,àåôà í�é÷úî .a + b á ïîËñî àåä .b å a ìù íåëñä àø÷ð

:úåøòä

.øãâ»î ãéîú øåáçä ïëì .B × {2} ∼ B ì äøæ A× {1} ∼ A éæà ,ïäùìë úåöåá÷ B å A íà (à)

.úåøæ ïä ãåò ìë b å a úà úåâö�éîä B å A úåöåá÷á éåìú åðéà a + b íåëñä ,3 óéòñ úìéçúá äøòää éôì (á)

.úéôåø�öå úéôåì¤ç íéðåî íéøôñî ìù øåáçä úìËòô (â)

.a1 ≤ b1 ∧ a2 ≤ b2 =⇒ a1 + a2 ≤ b1 + b2 (ã)

.íééôåñ íéøôñîë m + n íò ãëìúî íéðåî íéøôñîë m + n íåëñä éæà ,íééôåñ íéøôñî íðä n å m íà (ä)

.b äðåî øôñî ìëì 0 + b = b (å)

:úåàîâã

.n ∈ ω ìëì n + ℵ0 = ℵ0 (à)

.ℵ0 + ℵ0 = ℵ0 (á)

.ℵ+ ℵ = ℵ (â)

.(5 óéòñá øæòä èôùî éôì) n + a = ℵ0 + a = a í�é÷úî éôåñ n å éôåñðéà a ìëì (ã)

.ìôë

àø÷ð A×B ìù äðåîä øôñîä .|B| = b å |A| = a ù êë úåöåá÷ B å A åéäéå íéðåî íéøôñî b å a åéäé

.|A×B| = |A| · |B| ù äìåò äøãâääî .ab á ïîËñîå b å a ìù äìôëîä

:äøòä

.b å a íéðåîä íéøôñîä ìù íéâöéîá äéåìú äðéà ab äìôëîä ìù äøãâää (à)

.éôåøöå éôåìç íéðåî íéøôñî ìôë (á)

.(a + b)c = ac + bc âåìôä ÷ç í�é÷úî (â)

a1 ≤ b1 ∧ a2 ≤ b2 =⇒ a1a2 ≤ b1b2 (ã)

.íéðåî íéøôñîë íúìôëî íò úãëìúî íéðåî íéøôñîë íééôåñ íéøôñî ìù äìôëîä (ä)

.b äðåî øôñî ìëì 0 · b = 0 (å)
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:úåàîâã

ℵ0ℵ0 = ℵ0 éòáè n ìëì nℵ0 = ℵ0 (à)

.(ä÷æçä úñðëä øçàì ãò úéçãð äçëåää) ℵℵ = ℵ (á)

.éòáè n ìëì nℵ = ℵ0ℵ = ℵ (â)

.ä÷æçá äàìòä

a àø÷ð AB ìù äðåîä øôñîä .|B| = b å |A| = a ù êë úåöåá÷ B å A åéäéå íéðåî íéøôñî b å a åéäé

.ab á ïîËñîå b ú÷æçá

.äîàúäá b å a ìù B å A íéâö�éîá äéåìú äðéà ab ìù äøãâää :äðòè

:ä÷æçá äàìòä ìù úåðåëú

.(AB ·∪C ∼ AB ×AC éë) ab+c = abac (à)

.((A×B)C ∼ AC ×BC éë) (ab)c = acbc (á)

.((AB)C ∼ AB×C éë) (ab)c = abc (â)

.a0 = 1 ,a1 = a ,1a = 1 (ã)

.a ≤ b =⇒ ac ≤ bc ∧ ca ≤ cb (ä)

.|P (X)| = 2|X| (å)

.ℵℵ = 2ℵ02ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = ℵ :ℵℵ = ℵ ù äçëåä

:ìéâøú

éùîîä øåùéîá íéøù�éä ìë úîöò éäî (à)

.éùîîä áçøîá íéøåùéîä ìë úîöò éäî (á)

.ℵℵ0 = ℵ :ïåèôùî

.ℵℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0ℵ0 = 2ℵ0 = ℵ :äçëåä

:ìéâøú

.óöøì äìå÷ù f : R→ R úåôéöøä úåééùîîä úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ù çëåä (à)

.ℵ î äìåãâ åæå úåééùîîä úåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ úîöò àéä ℵℵ = 2ℵ ù êëì áì íéù (á)
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äøéçáä úîåéñ÷à .8

úåøçà úåîåéñ÷à ïéáì äðéá ìãáää .í�éáøâ úåâåæ óåñðéà ïéáî ãçà áøâ ìùîì øçáì åðì úøùôàî äøéçáä úîåéñ÷à

.úåøçàä úåîåéñ÷àäî úåð÷ñîä åîë ïäéìàî úåøåøá êë ìë ïðéà äðîî úåéã�éîä úåàöåúäù àåä

.ä÷éø äðéà úå÷éø àì úåöåá÷ ìù ä÷éø àì äçôùî ìù úéæèø÷ä äìôëîä :äøéçáä úîåéñ÷à

ù êë f : I → ⋃
i∈I Ai ä÷úòä úî�é÷ ,Ai ä÷éø àì äöåá÷ i ∈ I ìëìå I ä÷éø àì äöåá÷ ïúðäá ,úåøçà íéìîá

.i ∈ I ìëì f(i) ∈ Ai

ù êë x ∈ X í�é÷ ε > 0 ìëì íà íééùîî íéøôñî ìù X äöåá÷ ìù ìåáâ úãRð úàø÷ð x ∈ R äãRð :äîâã

.|x− x0| < ∞

íéøáà ìù úéôåñðéà äøãñ úî�é÷ éæà .x0 /∈ X ù çéðð .X úéôåñðéà íééùîî íéøôñî úöåá÷ ìù ìåáâ úãRð x0 éäú :äðòè

.x0 ì úñðëúîä x0 î X ìù äæî äæ äéðåù

.Bn = AnrAn−1 ,ïîñð .An+1 ⊆ An å An = {x ∈ X | |x−x0| < 1
n} 6= ∅ ,äçðää éôì ,ïëàå

êë r í�é÷ ,úøçà .i ìëì Bni 6= ∅ ù êë (n1, n2, n3, . . .) íééòáè íéøôñî ìù äìåò úéôåñðéà äøãñ úî�é÷ éæà

|x − x0| < 1
s í�é÷î x ∈ Ar ìë .Ar = Ar+1 = Ar+2 = · · · úåøçà íéì´îá ,s ≥ r ìëì Bs = ∅ ù

äãRð éòáè i ìëì úî�é÷ äøéçáä úîåéñ÷à éôì .x0 ìò äçðäì äøéúñá ,x0 = x ∈ Ar ⊆ X ,ïëì .s ≥ r ìëì

.äùéøãä úà úî�é÷î (xn1 , xn2 , xn3 , . . .) äøãñä .xni ∈ Bni

.êúç í�é÷ f : X → Y ìò ä÷úòä ìëì :êúçä èôùî

äøéçáä úîåéñ÷à éôì .ä÷éø äðéà y ∈ Y ïäáù f−1(y) úåöåá÷äî úçà ìë ,éæà .Y ìò X î ìò ä÷úòä f éäú :äçëåä

çðä g ,úåøçà íéì´îá .f(g(y)) = y ïëìå g(y) ∈ f−1(y) àåôà í�é÷úî y ∈ Y ìëì .g ∈ ∏
y∈Y f−1(y) úî�é÷

.f ìù êúç

.|Y | ≤ |X| íà ÷øå íà Y ìò X î ä÷úòä úî�é÷ éæà .úå÷éø àì úåöåá÷ éúù Y å X äðééäú :äð÷ñî

f0: X0 → Y éäúå X0 = g(Y ) ïîñð .g: Y → X úéëøò ãç ãç ä÷úòä úî�é÷ éæà ,|Y | ≤ |X| íà :äçëåä

øéãâðù éãé ìò f : X → Y ä÷úòäì f0 úà áéçøðå y0 ∈ Y øçáð äúò .g: Y → X0 ì äëåôää ä÷úòää

.ìò äð¤ä f ä÷úòää .x ∈ X rX0 ìëì f(x) = y0

X êåúì Y î úéëøò ãç ãç ä÷úòä úî�é÷ ,êúçä èôùî éôì éæà ,Y ìò X î ìò ä÷úòä úî�é÷ íà ,êôäì

.|Y | ≤ |X| ïëìå

éæà .i ∈ I ìëì |Ai| ≤ a ù êë äðåî øôñî a éäéå úåöåá÷ ìù äçôùî {Ai | i ∈ I} éäú :äð÷ñî

.|⋃i∈I Ai| ≤ a|I|
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ìò ä÷úòä øéãâð äúò .fi: A → Ai ìò ä÷úòä øçáð i ∈ I ìëì .a äîöòî A äöåá÷ øçáð :äçëåä

.a|I| = |A× I| ≥ |⋃i∈I Ai| ,êúçä èôùî éôì .f(a, i) = fi éãé ìò f : A× I → ⋃
i∈I Ai

.|I| ≤ |X| éæà ,åæì åæ úåøæä úå÷éø àì úåöåá÷ ïä Xi å X =
⋃

i∈I Xi íàù äøéçáä úîåéñëà úåòöîàá çëåä :ìéâøú

èôùîáå äøéçáä úîåéñ÷àá äúò ùîúùð .äëø�ö ìë úññËáî äúéä àì 5 óéòñá àáä ïåèôùîì åðúðù äçëåää

.øúåé ú÷éHî äçëåä úúì éãë äâéñðä

.ℵ0 ≤ |X| éæà ,úéôåñðéà äöåá÷ äðä X íà :ïåèôùî

A ∈ Pfin(X) ìëì ,úéôåñðéà X å ìéàåä .X ìù úåéôåñä úåöåá÷ä úú ìë úçôùî úà Pfin(X) á ïîñð :äçëåä

ìëì ϕ(A) ∈ X rA ù êë ϕ: Pfin(X) → X ä÷úòä úî�é÷ äøéçáä úîåéñ÷à éôì .ä÷éø äðéà X rA äöåá÷ä

ïåèôùî .ψ(A) = A ∪ {ϕ(A)} äçñ�ðä ãé ìò ψ: Pfin(X) → Pfin(X) ä÷úòä øéãâð äúò .A ∈ Pfin(X)

.G(n+1) = ψ(G(n)) = G(n)∪{ϕ(G(n))} å G(1) = ∅ ù êë G: N→ Pfin(X) ä÷úòä ïúåð äâéñðä

,ïëì .ϕ(G(m)) ∈ G(n) éæà m < n íàù äçéëåî n ìò äàøùä .ϕ(G(n)) ∈ G(n + 1)rG(n) ,èøôá

.úéëøò ãç ãç f ù ìá÷ð ,f(n) = ϕ(G(n)) éãé ìò f : N → X àåôà øéãâð íà .ϕ(G(m)) 6= ϕ(G(n))

.f(m) 6= f(n) ,ïëì .f(n) = ϕ(G(n)) /∈ G(n) å f(m) = ϕ(G(m)) ∈ G(n) éæà ,m < n íà ,ïëàå
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ïøåö ìù äîìä .9

.äé�ðî úåðá ïðéàù úåöåá÷ øåáò äîìùä äéö÷åãðàä úà íéáø íéø÷îá äôéìçî ïøåö ìù äîìä

:x, y, z ∈ X ìëì úåàáä úåùéøãä ùìù úà í�é÷î àåä íà é÷ìç øãñ àø÷ð X ìò ≤ ñçé .äöåá÷ X éäú

.x ≤ x (à)

.x = y éæà ,y ≤ x å x ≤ y íà (á)

.x = z éæà ,y ≤ z å x ≤ y íà (â)

x ≤ y íà äàåùäì íéðúð X ìù x, y íéøáàù øîàð .úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ àø÷ð (X,≤) âåæä äæ äø÷îá

.y ≤ x åà

:úåàîâã

.P (X) á äìëää ñçé (à)

ñçé àåä ≤ ù íéøîåà åðàå äàåùäì íéðúð íéøáà éðù ìë äæ äø÷îá) íééùîî ,íééòáè íéøôñîá øãñä ñçé (á)

.(øãñ

.íééòáè íéøôñîá ä÷«ì¢çä ñçé (â)

.Y êåúì X ìù D(f) úé÷ìç äöåá÷î f úå÷úòää ìë úöåá÷ F(X,Y ) éäúå úåöåá÷ Y å X äðééäú (ã)

.F ìò é÷ìç øãñ ñçé àåä ≤ éæà .g|D(f) = f å D(f) ≤ D(g) øùàë f ≤ g øéãâð f, g ∈ F ïúðäá

C á íéøáà éðù ìë íà (chain) úøùøù àø÷ú X ìù C äöåá÷ úú .úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ (X,≤) éäú

.äàåùäì íéðúð

.é÷ìç øãñë ä÷«ìçä ñçé íò N á úøùøù àéä {n! | n ∈ N} äöåá÷ä :äîâã

ïéà íà éøòæî äð�ëî x0 øáà .x0 < x ù êë x ∈ X í�é÷ ïéà íà X ìù éaøî øáà àø÷ð x0 ∈ X øáà

.x < x0 ù êë x ∈ X í�é÷

.éáøî øáà äöåá÷á í�é÷ ïéà ,úàæ úîåòì .íééøòæî íðä íééðåùàøä íéøôñîä ,ä÷«ìçä ñçé íò Nr{1} á :äîâã

ìëì a ≥ m íà .A ìù ìéòìî íñç àø÷ð m éæà a ∈ A ìëì a ≤ m í�é÷î m ∈ X å A ⊆ X íà

.A ìù òøìî íñç àø÷ð m éæà ,a ∈ a

àø÷ð m éæà ,A ìù ìéòìî íñç ìëì m ≤ m′ í�é÷îä A ìù ìéòìî íñç àåä m ∈ X å A ⊆ X íà

.m = sup(A) íéðîñîå ãéçé ïôàá m òá÷ð äæ äø÷îá .A ìù ïåéìò íñç
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ìù ïåúçú íñç àø÷ð m éæà A ìù òøìî íñç ìëì m′ ≤ m í�é÷îä A ìù òøìî íñç àåä m ∈ X íà

.m = Inf(A) íéðîñîå ãéçé ïôàá m òá÷ð äæ äø÷îá .A

.1 = sup((0, 1)) :äîâã

äîìä úà ÷éñð .íéîéËñî íéàðú úçú úé÷ìç äøåãñ äöåá÷á íééáøî íéøáà ìù íåé÷ äçéèáî ïøåö ìù äîìä

èôùîì äîã÷ù úáùä úãRð ìò äîìì äîåã íäéðéáî ïåùàøä .øæò éèôùî éðùá ìéçúðå äøéçáä úîåéñ÷à êåúî åæä

.ïééèùðøá-øåèð÷

íñç ùé X á ä÷éø àì úøùøù ìëìù çéðð .ä÷éø àì úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ (X,≤) éäú :(úáù úãRð) à øæò èôùî

í�é÷îä x0 ∈ X øáà øîåìë ,úáù úãRð úî�é÷ x ∈ X ìëì x ≤ f(x) úî�é÷îä f : X → X äéö÷ðåô ìëì éæà .ïåéìò

.f(x0) = x0

:íéàáä íéàðúä úà úî�é÷î àéä íà (a0 ì ñçéá) äøåâñ äð�ëú X ìù A úé÷ìç äöåá÷ .X ìù øáà a0 éäé :äçëåä

.a0 ∈ A (1à)

.f(A) ⊆ A (2à)

.sup(C) ∈ A ,éæà A á úøùøù C íà (3à)

úìëåîä äøåâñ äöåá÷ àéä B éæà .úåøåâñä úåöåá÷ä ìë êåúç úà B á ïîñð .äøåâñ äöåá÷ àéä X ,äîâHì

.úøçà äøåâñ äöåá÷ ìëá

.B ⊆ A0 ïëìå äøåâñ äöåá÷ àéä A0 = {x ∈ X | a0 ≤ x} ,ïëàå .a0 ≤ B å a0 ∈ B :á äðòè

ïîñð e ∈ E ìëì .E = {e ∈ B | (∀b ∈ B)[b < e → f(b) ≤ e]} ïîñð :â äðòè

.Be = {b ∈ B | b ≤ e ∨ f(e) ≤ b}

.B = Be ,éæà

áì íéùð äøåâñ Be ù çéëåäì éãë .B ⊆ Be ïëìå äøåâñ Be ,äæì óñåðá .Be ⊆ B ,äøãâää éôì ,ïëàå

b ≤ f(b) ≤ e éæà ,b < e íà .b ∈ B éäé ,úéðù .a0 ∈ Be ïëìå (à äðòè éôì) a0 ≤ e å a0 ∈ B ù êëì íãå÷

.f(e) ≤ b ≤ f(b) éæà ,f(e) ≤ b íàå .b ≤ f(b) = f(e) éæà b = e íà .(E úøãâä éôìå f ìò äçðää éôì)

,b ∈ C ìëì b ≤ e íà .C ìù ïåéìò íñç m éäé .Be á úøùøù C éäú ,øáã ìù åôåñá .f(b) ∈ Be äø÷î ìëá

.m ∈ Be äø÷î ìëá .f(e) ≤ b ≤ m éæà ,b 6≤ e ù êë b ∈ C í�é÷ íà .m ≤ e éæà

.f(e) ≤ b åà b ≤ e éæà ,b ∈ B å e ∈ E íà :ã äðòè

.b ∈ Be ,â äðòè éôì ,ïëàå
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éàðúä ,ïëì .(á äðòè éôì) b ∈ B íåùì í�é÷úî åðéà b < a0 éàðúä ,ìë íãå÷ .äøåâñ äöåá÷ E :ä äðòè

e ∈ E øáàá ïðåáúð f(E) ⊆ E ù çéëåäì éãë .a0 ∈ E ù ïàëî .b ∈ B ìëì í�é÷úî b < a0 → f(b) ≤ a0

,E úøãâä éôì éæà ,b < e íà .f(b) = f(e) éæà ,b = e íà .b ≤ e ,ã äðòè éôì .b < f(e) ù êë b ∈ B éäéå

.f(e) ∈ E ,ïëì .b < f(e) → f(b) ≤ f(e) ù àåôà åðçëåä .f(b) ≤ e ≤ f(e)

b ∈ B øáàá ïðåáúð êë íùì .E ì êéù E á C úøùøù ìë ìù m ïåéìòä íñçäù çéëåäì åðéìò óåñáì

C ìù ìéòìî íñç b ù íéìá÷î åðééä c ∈ C ìëì c ≤ b äéä åì´à .f(b) ≤ m ù çéëåäì åðéìò .b < m í�é÷îä

.(ã äðòè éôì) f(c) ≤ b åà b ≤ c ïëìå c ∈ E íìåà .c 6≤ b ù êë c ∈ C í�é÷ ïëì .äøéúñ ,m ≤ b ïëìå

.ùøãðë ,f(b) ≤ c ≤ m ,ïëìå b < c ,ïëì .ïëúú àì ïëìå c ≤ b ù äéøçà úøøåâ f(c) ≤ b åà b = c úåøùôàä

.(B ⊆ E ïëìå) äøåâñ E å E ⊆ B éë .E = B :å äðòè

å b 6≤ e ù äìéìùá çéðð .b, e ∈ E ,å äðòè éôì ,éæà .b, e ∈ B åéäé ,ïëàå .X á úøùøù àéä B :æ äðòè

.äçðäì äøéúñá ,e ≤ f(e) ≤ b ,ïëì .f(e) ≤ b å f(b) ≤ e ,ã äðòè éôì ,éæà .e 6≤ b

.ùøãðë m = f(m) ù ïàëîå m ≤ f(m) ≤ m ïëì .f(m) ∈ B ,éæà .m = sup(B) éäé :äçëåää íåéñ

.úéáøî úøùøù ùé úé÷ìç äøåãñ ä÷éø àì äöåá÷ ìëá :á øæò èôùî

ìë úöåá÷ úà C á ïîñð .úéáøî úøùøù äá ïéàù äìéìùá çéðð .úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ (X,≤) éäú :äçëåä

:úåàáä úåðòèä úà úî�é÷î àéä äìëä éôì äúåà øãñð .úåàøùøùä

.úåàøùøùä úøùøùì ïåéìò íñç àåôà úùîùîä úøùøù àåä úåàøùøù úøùøù ìë ìù ãåçàä (1á)

.äìéìùä úçðä éôì ,ä÷éø äðéà {D ∈ C | C ⊂ D} äöåá÷ä C ∈ C ìáì (2á)

úãRð ïéà åæ äéö÷ðåôì .C ∈ C ìëì C ⊂ f(C) úî�é÷îä f : C → C äéö÷ðåô úî�é÷ äøéçáä úîåéñ÷à éôì

.à øæò èôùîì äøéúñá ,úáù

á ùé éæà .ìéòìî íñç ùé X á ä÷éø àì úøùøù ìëìù çéðð .ä÷éø àì úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ (X,≤) éäú :ïøåö ìù äîìä

.éaøî øáà X

íà) X ìù éáøî øáà àåä x̄ éæà .C ìù ìéòìî íñç x̄ éäé .C úéaøî úøùøù X á ùé á øæò èôùî éôì :äçëåä

.(C úà ùîî äôé÷îä úøùøù àéä C ∪ {x} éæà x̄ < x

íñç ùé X á ä÷éø àì úøùøù ìëìù çéðð .ä÷éø àì úé÷ìç äøåãñ äöåá÷ (X,≤) éäú :ïøåö ìù äîìì úéôåìç äñøâ

.éøòæî øáà X á ùé éæà .ïåúçú

ì ñçéá m éáøî øáà X á í�é÷ ïøåö ìù äîìä éôì .y ≤ x íà x ≤′ y ù êë X ìò ≤′ ùãç øãñ øéãâð :äçëåä

.≤ øãñì ñçéá éøòæî øáà äéäé àåä .≤′
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ïøåö ìù äîìä ìù íéîåù�é .9

.äîöò úåöåá÷ä úøåúì ïøåö ìù äîìä ìù íéîåùé úøãñá ìéçúð

.úøçàä ìù äöåá÷ úúì äìå÷ù ïäî úçà éæà .úåöåá÷ Y å X äðééäú :äàåùää èôùî

.úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô àéä f : A → Y å A ⊆ X ïäáù (A, f) úåâåæä ìë úçôùî úà F á ïîñð :äçëåä

éøáà ìù äìåò úøùøù ìù ãåçàä .f ′|A = f å A ⊆ A′ íà (A, f) ≤ (A′, f ′) éãé ìò F ìò é÷ìç øãñ øéãâð

÷éúòî g èøôá .(B, g) éáøî øáà F á í�é÷ ïøåö ìù äîìä éôì .úøùøùì ìéòìî íñç àåôà äåäîå F ì ê�éù F
x′ ∈ X rB íéî�é÷ úøçà .åðî�éñ ,C = Y åà B = X íà .Y ìù C äöåá÷ úú ìò éëøò ãç ãç ïôàá B úà

å x ∈ B íà g′(x) = g(x) éãé ìò g′: B′ → Y äéö÷ðåô øéãâðå B′ = B ∪ {x′} ïîñð .y′ ∈ Y rC å

.(B, g) âåæä ìù úåéáøîì äøéúñá ,(B, g) î ùîî ìåãâå F ì ê�éù (B′, g′) éæà .g′(x′) = y′

.äàåùäì íéðúð íéðåî íéøôñî éðù ìë :äð÷ñî

.a + a = a í�é÷î éôåñðéà a äðåî øôñî ìë :íåëñä èôùî

f : A×{0, 1} → A å A ⊆ X ïäáù (A, f) úåâåæä ìë úçôùîá ïðåáúð .|X| = a ù êë äöåá÷ X éäú :äçëåä

å A ⊆ A′ íà (A, f) ≤ (A′, f ′)" éãé ìò F ìò é÷ìç øãñ ñçé øéãâð .ìò úéëøò ãç ãç ä÷úòä

X rB äöåá÷äù äìéìùá çéðð .F ìù (B, g) éáøî øáà åðì ú÷ôñî ïøåö ìù äîìä ."f ′|A×{0,1} = f

ä÷úòä øéãâð .B′ = B ∪ {x0, x1, x2, . . .} ïîñð .x0, x1, x2, . . . úéôåñðéà äøãñ äá úî�é÷ éæà .úéôåñðéà

å g′(xn, 0) = x2n ,(x, ε) ∈ B × {0, 1} íà g′(x, ε) = g(x, ε) :àáä ïôàá g′: B′ × {0, 1} → B′

åæ äøéúñî .(B, g) ìù úåéaøîì äøéúñá ,(B, g) < (B′, g′) å ìò úéëøò ãç ãç g′ éæà .g′(xn, 1) = x2n+1

,ïëì .úéôåñ BrX ù òáåð

.a = |B| = |B × {0, 1}| = |(B × {0}) ·∪ (B × {1})| = a + a

.|Y rX| = |Y | éæà ,|X| < |Y | å úé÷ìç äöåá÷ X ,úéôåñðéà äöåá÷ Y íà :äð÷ñî

éæà .a = max(|X|, |Y rX|) äàåùää èôùîî äð÷ñîä éôì øéãâð .|Y rX| < |Y | ù äìéìùá çéðð :äçëåä

, |Y | = |Y rX|+ |X| ≤ a + a = a < |Y |

.äøéúñ

.a + b = b éæà .a ≤ b å éôåñðéà b ù êë íéðåî íéøôñî b å a åéäé :ìéâøú
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.aa = a í�é÷î éôåñðéà äðåî øôñî ìë :äìôëîä èôùî

å A ⊆ X ïäáù (A, f) úåâåæä ìë ìù F äöåá÷á ïðåáúð .|X| = a ù êë äöåá÷ X éäú :äçëåä

å A ⊆ A′ íà (A, f) ≤ (A′, f ′)" éãé ìò F ìò é÷ìç øãñ øéãâð .ìò úéëøò ãç ãç f : A × A → A

:äàáä äðòèä úà çéëåðù àåôà ÷éôñî .F á (B, g) éáøî øáà ú÷ôÇñî ïøåö ìù äîìä ."f ′|A×A = f

,ïëì .|X rB| = |X| ,äðåøçàä äð÷ñîä éôì éæà .|B| < |X| ù äìéìùá çéðð ,ïëàå .|B| = |X| :äðòè

,ïëì .X rB ìù B′ äöåá÷ úúì B äìå÷ù

.|B ×B′| = |B′ ×B| = |B′ ×B′| = |B ×B| = |B| = |B′|

,íåëñä èôùî éôì ,ïëì

|(B ×B′) ·∪ (B′ ×B) ·∪ |B′ ×B′)| = |B ×B′|+ |B′ ×B|+ |B′ ×B′|
= |B′|+ |B′|+ |B′| = |B′|

j = g ·∪ h äéö÷ðåôä .h: (B ×B′) ·∪ (B′ ×B) ·∪ (B′ ×B′) → B′ ìò úéëøò ãç ãç äéö÷ðåô àåôà úî�é÷

.(B, g) ìù úåéáøîì äøéúñá ìòå úéëøò ãç ãç àéä B ∪B′ ì (B ∪B′)× (B ∪B′) î

.ab = b ù çëåä .éôåñðéà b å a 6= 0 ,a ≤ b ù êë íéðåî íéøôñî b å a åéäé :ìéâøú

.ab = 2b ù çëåä .éôåñðéà b å a > 1 ,a ≤ b ù êë íéðåî íéøôñî b å a åéäé :ìéâøú

äçôùî úî�é÷ù øîåìë .äéðî úåðá úåé÷ìç úåöåá÷ì X ìù ãåøÅt íé÷ù çëåä .úéôåñðéà äöåá÷ X éäú :ìéâøú

.ïøåö ìù äîìá ùîúùä :æîø .X =
⋃· i∈I Ai ù êë åæì åæ úåøæä X ì úåé÷ìç äéðî úåðá úåöåá÷ ìù {Ai | i ∈ I}

f(x) 6= x ù êë X ìù f äøåîú úî�é÷ éæà ,ãçà øáàî øúåé úìòá äöåá÷ äðä X íà :ïøåö ìù äîìä úøæòá çëåä :ìéâøú

.x ∈ X ìëì

.X ìù (íìù) øãñì äáçøäì ïú�ð X äöåá÷ ìù é÷ìç øãñ ìëù ïøåö ìù äîìä úøæòá çëåä :ìéâøú

.úéøàðéì äøáâìàì ïøåö ìù äîìä ìù ùåîùì äîâH àéáð äúò

.F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :ñéñáä èôùî

.B ñéñá V ì íé÷ (à)

.B0 úà óé÷éù êë B úà øçáì ïú�ð éæà ,úéøàðéì äéåìú äðéàù V ìù äöåá÷ úú àéä B0 íà (á)

.|B′| = |B| éæà ,V ìù óñåð ñéñá àåä B′ íà (â)
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.V ìù ãîîä àø÷ú V ìù ñéñéñáä ìë ìù úôú»ùîä äîöòä

äéäú àéä .B0 úà äôé÷îä B úéáøî úéøàðéì äéåìú àì äöåá÷ úî�é÷ù òáåð ïøåö ìù äîìäî :(á) å (à) úçëåä

.V ìù ñéñá

.úåéôåñðéà B′ å B ù çéðäì ìëåð ,ïëì .úéôåñ B ù äø÷îá úìôèî úéñéñáä úéøàðéìä äøáâìàä :(â) úçëåä

,èøôá .j 6= j′ íà uj 6= uj′ å i 6= i′ íà vi 6= vi′ ù êë B′ = {uj | j ∈ J} å B = {vi | i ∈ I} íùøð

.|B′| = |J | å |B| = |I|
äöåá÷ä .vi =

∑
j∈J αijuj ù êë ñôà íì�ë èòîë øùà αij ∈ F íéî�é÷ i ∈ I ìëì

.úéôåñ Ji = {j ∈ J | αij 6= 0}

,ïëì .uj =
∑

i∈I βjivi ù êë ñôà íì�ë àìù βji ∈ F íéî�é÷ éæà .j ∈ J éäé ,ïëàå .J =
⋃

i∈I Ji :äðòè

uj =
∑

i∈I

βji

∑

k∈J

αikuk =
∑

k∈J

( ∑

i∈I

βjiαik

)
uk

,ïëì .αij 6= 0 ù êë i ∈ I íé÷ù ïàëî .1 =
∑

i∈I βjiαij úðúåð íéôâàä éðùá uj ìù íéîã÷îä úàåùä

.j ∈ Ji

éôì .|B| ≤ |B′| ,éøèîéñ ïôàá .|B′| = |J | = |⋃i∈I Ji| ≤ ℵ0 · |I| = |I| = |B| ù òáåð äðòèäî

.|B| = |B′| ,ïééèùðøá-øåèð÷ èôùî

.x, y ∈ R ìëì f(x + y) = f(x) + f(y) íà úéøåáç äð�ëú f : R→ R äéö÷ðåô

.úåôéöø ïðéàù f : R→ R úåéøåáç úåéö÷ðåô úåî�é÷ :äð÷ñî

øçáð .(Hamel ñéñá àø÷ð äæë ñéñá) Q ìòî R ìù ñéñá B éäé .Q ìòî éøåè÷å áçøîë R úà äàøð :äçëåä

úà áéçøð äúò .b ∈ Br{b0} ìëì f(b) = 0 å f(b0) = 1 éãé ìò f : B → R øéãâðå ,b0 6= 1 ,b0 ∈ B

íé-αb ä øùàá ,f(
∑

b∈B αbb) =
∑

b∈B αbf(b) øéãâð ,úåøçà íéìîá .éøàðéì ïôàá R ìë ìò äéö÷ðåôì f

å f(0) = 0 ù ïàëî .x, y ∈ R ìëì f(x + y) = f(x) + f(y) úî�é÷î åæ äéö÷ðåô .ñôà íì�ë èòîëå íééìðåéöø

ïàëî .f
(

x
n

)
= 1

nf(x) ïëìå ,f(x) = f
(
n x

n

)
= nf

(
x
n

)
éæà ,éòáè n íà .x ∈ R ìëì f(−x) = −f(x)

äúéä åìà .α ∈ Q ìëì f(αx) = αf(x) ù äìåò äæ ìëî .éòáè m ìëì f
(

m
n x

)
= mf

(
x
n

)
= m

n f(x) ù

,f(1) 6= 0 ,ïëì .1 = f(v0) = v0f(1) ,èøôá .α ∈ R ìëì äô÷ú äðåøçàä äçñ�ðäù íéìá÷î åðééä ,äôéöø f

.f úøãâäì äøéúñá

.áèéä úåøåãñ úåöåá÷

ìëì íàå äà�åùäì íéðúð X á íéøáà éðù ìë íà áèéä äøåãñ àéäù íéøîåà (X,≤) äøåãñ äöåá÷ ìò

.ïåùàø øáà ùé X ìù úé÷ìç äöåá÷
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.áèéä íéøåãñ íðéà [0, 1] øåâñä òè÷äå Z íìåà ,áèéä äøåãñ N ,äîâåãì

.áåè øåãñì úðú�ð äöåá÷ ìë :áåèä øãñä èôùî

(A,≤) ≤ (A′,≤′) íéøéãâî .A ⊆ X ïøåáòù (A,≤) áèéä úåøåãñä úåöåá÷ä úçôùîá íéððåáúî :äçëåä

å a′ ∈ A′ ,a ∈ A íà :í�é÷úîå ,≤ íò ãëìúî A ì ≤′ ìù íåöîöä ,A ⊆ B ,øîåìë B ìù àùéø àåä A íà

ìù äîìä éôì .úøùøùì ïåéìò íñç äåäî åìàë áèéä úåøåãñ úåöåá÷ ìù úøùøù ìù ãåçàä .a′ ∈ A éæà ,a′ ≤ a

úåéáøîä úà ø¹úñðå A óåñá x úà óéñåð x ∈ X rA íà .(A,≤) úéáøî áèéä äøåãñ äöåá÷ äçôùîá ùé ïøåö

.áèéä äøåãñ X å X = A ïëì .A ìù

.óöøä úøòùä

Kurt Gödel .óöøä úøòùä äð�ëî "2ℵ0 ì ℵ0 ïéá a äðåî øôñî í�é÷ ïéà" äðòèä .ℵ0 < 2ℵ0 ù åðéàøä

úî�é÷îä úåöåá÷ ìù äöåá÷ úî�é÷ ,úåøçà íéìîá .äðåëð óöøä úøòùä åáù úåöåá÷ä úøåú ìù ìãåî íé÷ù çéëåä

äðá éðù ãöî .2ℵ0 î äðè÷å ℵ0 î äìåãâ äúîöòù äöåá÷ íåù äá ïéàå ïäá åùîúùäù úåìéâøä úåîåéñ÷àä ìë úà

àìå óöøä úøòùä àìù äìåò úåéðáä éúùî .2ℵ0 å ℵ0 ïéá äúîöòù äöåá÷ åáå úåöåá÷ä úøåú ìù ìãåî ïäë ìåô

.úåöåá÷ä úøåú ìù úåìéâøä úåîåéñ÷àäî äçëåäì úåðúð äúìéìù
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úåøôñ

áéáà ìú úèéñøáéðåà ,äãéãá ä÷éèîúîì àåáî ,ïåøáà.à

.1998 ,äçåúôä äèéñøáéðåàä ,úåöåá÷ä úøåú ,øâøá .ù

.îùú ,ïåîã÷à úåöåá÷ä úøåúì àåáî ,øì÷åîù .à
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íéðéðòä çúôî

4 øáà

5 ãåçà

5 øæ ãåçà

16 (äöåá÷) äé�ðî úá

9 úåîã

5 ùøôä

7 ä÷úÀòä

8 úåäæä ú÷úòä

8 (úå÷úòä) åæì åæ úåëåôä

8 (úå÷úòä ìù) äáëøä

6 øeãñ âåæ

5 (úåöåá÷) úÛøæ

7 (ä÷úòä) úéëøò ãç ãç

5 êåúç

7 ä÷«ìç

14 êúç

7 ç�åè

7 ñçé

7 øæåç ñçé

7 àöåé ñçé

7 éøèîéñ ñçé

7 úåìé÷ù ñçé

7 úåìé÷ù ú÷ìçî

6 éùîî øåùéî

9 ,6 úéæèø÷ äìôëî

18 éøáâìà øôñî

18 éøáâìà øôñî

11 äðåî øôñî
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16 éôåñðéà äðåî øôñî

21 äìÂòð øôñî

7 íéâö�éî úëøòî

5 íéìùî

11 úá¶ù úãRð

9 (úéôåñðéà) äøãÄñ

9 úéôåñ äøãÄñ

7 (ä÷úòä) ìò

11 äîöÈò

18 (íéîìù íéîã÷î íò) íåðéìåô

7 äéö÷ðåô

9 úéðéô¸à äéö÷ðåô

8 äòåá÷ äéö÷ðåô

8 (ä÷úòä ìù) íåöîö

16 úéôåñðéà äöåá÷

16 äé�ðî úá äöåá÷

13 úéôåñ äöåá÷

6 ä÷æçä úöåá÷

7 äðîä úöåá÷

11 (äîöò) äðè÷

11 (äîöò) äåù åà äðè÷

20 óöø

11 (úøçà äöåá÷ì äöåá÷) äìå÷ù

18 ùøù

7 äøãâä íåçú

9 äðåîú

9 äëåôä äðåîú

8 äøåîú

4 Russel
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