
תזכורת

(R,+) אמיתיים אידאלים •

אחר אידאל באף מוכל שאינו אידאל = מקסימלי אידאל •

מקסימלי באידאל מוכל אידאל כל ⇐ צורן של הלמה •

אידאלים) בלי פשוט(חוג R/M ⇔ מקסימלי M CR •

שדה = פשוט קומוטטיבי חוג •

דוגמאות
Z/nZ⇐)ראשוני n ⇐ שלמות תחום Z/nZ⇐ שדה Z/nZ ⇔ מקסימלי nZCZ .R = Z .1

שדה)

נסמן: ,I CR אידאל לכל .R = R1 ×R2 .2

I1 = {a ∈ R1|∃b∈R2
(a, b) ∈ I}CR

I2 = {b ∈ R2|∃a∈R1
(a, b) ∈ I}CR2

⊂R︷︸︸︷
I =

⊂R1×R2︷ ︸︸ ︷
I1 × I2 טענה:

(a, b) ∈ I1 × I2 ⇐ b ∈ I2ו a ∈ I1 ,(a, b) ∈ I לכל הוכחה:
(a′, b) ש= כך a′ ∈ R1, b

′ ∈ R2 קיימים b ∈ I2ו a ∈ I1 לכל שני, מצד
וכעט ,(a, b′)

I 3 (a, b′) · (1, 0)︸ ︷︷ ︸
=(a,0)∈R

+ (a′, b) · (0, 1)︸ ︷︷ ︸
=(0,b)∈R

= (a, b)

R = של האידאלים סריג אז פשוטים. חוגים הם R1, R2, R3ש נניח למשל, •
הוא R1 ×R2 ×R3

R1 ×R2 ×R3

R1 ×R2 × 0 R1 × 0×R3 0×R2 ×R3

R1 × 0× 0 0×R2 × 0 0× 0×R3

0 = 0× 0× 0
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הם המקסימליים האידאלים ,R1 × ...×Rn פשוטים, חוגים של ישרה כמכפלה •
R1 × ...×Ri−1 × 0×Ri+1 × ...×Rn

פשוט. חוג Mn (R) גם אז פשוט R אם .3

m ·Mn (Z) הם שלו האידאלים .Mn (Z) בחוג נתבונן

Mn(Z)/m·Mn(Z) ∼= Mn (Z/mZ)

מקסימלי. אידאל p ·Mn (Z) ,p ראשוני לכל מסקנה:

הגדרה

A,B CR לכל B = 0 או A = 0 ⇐ AB = 0 אם ראשוני חוג R
m

a× b 6= ש0 כך x קיים a, b 6= 0 לכל

ראשוני. הוא פשוט חוג כל הוכחנו: •

ראשוני. הוא תחום כל •

הגדרה

Z (R) · S = R אם S של מרכזית״ ״הרחבה נקרא R חוג. תת S ⊆ R

דוגמה

.Mn (Z) ⊆Mn (Q)α . . .
α


  =

 Q


למשל: ,Mn (Z) של מרכזית הרחבה היא Mn (Q) אז 1

24
1

24

(4 32
3 2

)
=

1

6

4

3
1

8

1

12



משפט

ראשוני. S אז ראשוני, חוג R כאשר מרכזית הרחבה S ⊆ R אם
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מסקנה

ראשוני חוג הוא Mn (Z)

המשפט הוכחת

.0 6= A,BCS יהיו ראשוני. Sש להוכיח רוצים .Z ·S = R ההנחה לפי .Z = Z (R) נסמן
Z · AB = ZA · ZB = ולכן ZA,ZB = R פשוט, Rש מכיוון .ZA,ZB C ZS = R אז

.AB 6= 0 ⇐ R ·R = R 6= 0

ראשוני חוג ־ הגדרה

.A,B CR לכל B = 0 או A = 0 ⇐ AB = 0 אם ראשוני חוג

ראשוני אידאל ־ הגדרה

ראשוני. R/P אם ראשוני P .P CR

טענה

שקולות: הבאות התכונות

ראשוני P .1

.AB 6⊆ P ,A,B 6⊆ P לכל .2

B ⊆ P אז AB ⊆ P ו A 6⊆ P אם .3

AB 6⊆ P אז P ( A,B אם .4

הוכחה

לכל

α = A/P
β = B/P
⇐⇒ αβ 6= 0 גם ,0 6= α, β C R/P לכל ⇔ ראשוני R/P :4⇔ 1 •

AB 6⊆ P גם ⇔ P ⊂ AB + P גם P ⊂ A,B CR

לוגית :3 ⇔ 2 •

פרטי כמקרה :4⇐ 2 •

A′ = A+ P ⊇ P
B′ = B + P ⊇ P נסמן .A,B 6⊆ Pש נניח :2 ⇐ 4 •

ההנחה לפי

AB + P ⊇ AB + PB +AP + P 2 = (A+B) (B + P ) = A′B′ 6⊆ P

AB + P ⇒ AB 6⊆ P
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טענה

ראשוני. הוא M מקסימלי אידאל כל

הוכחה

AB = R 6⊆M ואז A = B = R אז M ⊂ A,B אם :4 קריטריון לפי

שנייה הוכחה

ראשוני. M ⇔ ראשוני R/M ⇐ פשוט R/M ⇔ מקסימלי M

תרגיל

חוגים. של על הומ׳ φ : R→ S יהי
בהתאמה. מקסימלי והא φ−1 (P ) CR אז מקסימלי/ראשוני. P C Sש נניח

הוכחה

המנה בחוג נתבונן φ−1 (P ) של המבוקשת התכונה את להוכיח כדי

R/φ−1(P) ∼= Imφ/P∩Imφ ∼= Imφ+P/P ⊆ S/P

על φ כי
φ̄ (x) = φ (x) + (P ∩ Imφ) ידי על φ̄ : R→ Imφ/P∩Imφ נגדיר

ראשוני) אינו שלו שהמקור מקסימלי דוגמה(לאידאל

.J2 = 0 מקיים J =

(
0 ∗
0 0

)
כי ראשוני לא R .R =

(
Q Q
0 Q

)
,P = 0 ,S = M2 (Q)

פשוט) חוג של ראשוני לא לתת־חוג דוגמה (זו

דוגמה עוד

פשוט. S/P ∼= M2 (Q) מקסימלי, P = xS ,S = M2 (Q [x])

φ−1 (P ) = xR השיכון, φ : R→ S ,R =

(
Q [x] Q [x]

0 Q [x]

)
⊆ S

R/φ−1(P) ∼=
(
Q Q
0 Q

)
ראשוני. לא φ−1 (P )⇐ ראשוני לא
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ישרה למכפלה פירוק .2.3

הערה

הומ׳ יש אז .I1, ...In CRש נניח

ϕ : R→ R/I1 × R/I2 × ...× R/In

.x 7→ (x+ I1, ...x+ In) ההטלות לפי המוגדר

kerϕ = I1 ∩ ... ∩ In

R ↪→ R/I1 × ...× R/In אז I1 ∩ ... ∩ In = 0 אם בפרט,

הערה

.R/⋂ Iα ↪→
∏

R/Iα ,R של אידאלים של משפחה {Iα} אם
שיכון מקבלים ואז ,R = Z לדוגמה,

Z ↪→
∏
n 6=0

Z/nZ

הגדרה

I + I ′ = R אם קו־מקסימלים נקראים I, I ′ אידאלים

דוגמאות

(M ( I +M קו־מקסימליים(כי I,M ,I 6⊆M ו מקסימלי M לכל .1
קו־מקסימליים. הם שונים מקסימליים אידאלים שני כל בפרט,

זרים. n,m ⇔ קו־מקסימליים nZ,mZ לכן, .1nZ +mZ = (n,m)Z ,Zב .2

קומקסימליים II ′, J אז קומקסימליים. I ′, J וגם קומקסימליים, I, Jש נניח .3

קיימים: ההנחה לפי הוכחה:

a+ b = ש1 כך a ∈ I, b ∈ I •
a′ + b′ = ש1 כך a′ ∈ I ′, b′ ∈ J •

כעת:

1 = 1 · 1 = (a+ b) (a′ + b′) = aa′︸︷︷︸
∈II′

+ (ab′ + a′b+ bb′)︸ ︷︷ ︸
∈J

mו n של המקסימלי המשותף המכנה (n,m)1
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מסקנה

קומקסימליים. I1 · · · In, J אז ,i = 1, ...n לכל קומקסימליים Ii, J אם

מסקנה

קומקסימליים In, Jm וגם קומקסימליים In, J גם קומקסימליים, I, J אם

דוגמה

קומקסימליים. 2nZ, 3mZ לכן קומקסימליים. 2Z, 3ZC Z

הסיני השאריות משפט
R/I1∩...∩In ∼= R/I1 × ...× R/In אז בזוגות. קומקסימליים I1, I2, ...In CRש נניח

כלומר: .∀ix− ai ∈ Iiש כך x קיים a1, ...an ∈ R לכל בפרט,

x ≡ a1 (mod I1)

...
x ≡ an (mod In)
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