
 : 1שאלה 

𝐵, ויהי nמ"ו ממימד  𝑉יהי  = {𝑣1,… , 𝑣𝑛} ס סדור למרחב.בסי 

𝐴תהי   ∈ 𝔽𝑛×𝑛 קיים בסיס סדור  הפריכו/הפיכה הוכיחו :𝐶 = {𝑤1, … , 𝑤𝑛}  כך ש 

[𝐼]𝐶
𝐵 = 𝐴 

 פתרון:

 בסיסים: בר בין ההיא מטריצה המע  אם כן, בואו נבין מי

[𝐼]𝐶
𝐵 = (

| |
[𝑣1]𝐶 ⋯ [𝑣𝑛]𝐶
| |

) 

1, כלומר לכל Aרוצים שזה יהיה שווה למטריצה   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  קיים כי ית 

[𝑣𝑖]𝐶 = 𝐶𝑖(𝐴) = (

𝑎1𝑖
⋮
𝑎𝑛𝑖
) 

 זה נכון אם ורק אם 

𝑣𝑖 = 𝑎1𝑖𝑤1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑖𝑤𝑛 

 שינוי כיוון קל: 

[𝐼]𝐶
𝐵 = 𝐴 

 ם ורק אם א

[𝐼]𝐵
𝐶 = 𝐴−1 

𝐷ך הנוחות סמן לצורנ = 𝐴−1  ובעזרת אותו טיעון בדיוק נקבל כי 

𝑤𝑖 = 𝑑1𝑖𝑣1 +⋯𝑑𝑛𝑖𝑣𝑛 

,𝑤1}נו ממש וקטורים כלומר מצא … , 𝑤𝑛} ך שכ 

(

| |
[𝑤1]𝐵 ⋯ [𝑤𝑛]𝐵
| |

) = 𝐷 = 𝐴−1 

𝐶ש ל צ" = {𝑤1, … , 𝑤𝑛}  יש בה( בסיס, מספיק להוכיח שהיא בת"ל לפי השלישי חינםn )וקטורים 

 ת"ל. ם הוקטורים בוהקואורדינטות בת"ל אם" , הפיכה עמודותיה בת"ל 𝐴−1כיוון ש 

 

 : 2שאלה 

 מטרית. סי 𝑎𝑑𝑗(𝐴)מטריצה ריבועית וסימטרית. הוכיחו כי  𝐴תהי  

 של ארז שיינר.  13רצאה  מופיע בה

 

  



 : 3שאלה 

 הפריכו: הוכיחו/

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) 

 ננסה להוכיח:

dim𝐶(𝐴 + 𝐵) ≤ dim𝐶(𝐴) + dim𝐶(𝐵) 

𝐶(𝐴 + 𝐵) ⊆ 𝐶(𝐴) + 𝐶(𝐵) 

𝐶(𝐴 + 𝐵) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝐶1(𝐴 + 𝐵),… , 𝐶𝑛(𝐴 + 𝐵)} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝐶1(𝐴) + 𝐶1(𝐵), … , 𝐶𝑛(𝐴) + 𝐶𝑛(𝐵)}

⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝐶1(𝐴), 𝐶1(𝐵), … , 𝐶𝑛(𝐴), 𝐶𝑛(𝐵)} = 𝐶(𝐴) + 𝐶(𝐵) 

 דוגמא:

𝐴 = 𝐼 

𝐵 = −𝐼 

𝐶(𝐴 + 𝐵) = 𝐶(0) = {0} 

𝐶(𝐴) = 𝐶(𝐵) = 𝔽𝑛 

 

 ובע כינ כעת

dim(𝐶(𝐴 + 𝐵)) ≤ dim(𝐶(𝐴) + 𝐶(𝐵)) = dim𝐶(𝐴) + dim𝐶(𝐵) − dim(𝐶(𝐴) ∩ 𝐶(𝐵)) ≤ dim𝐶(𝐴) + dim𝐶(𝐵)  

 

  



 4שאלה 

𝐴תהי   ∈ ℝ𝑛×𝑛 כיחו כי קיימת  הו הפיכה𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑛   כך ש𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝐴|וגם  1 + 𝐵| = 1 

 

 שורת האפס(, או אותו דבר על העמודות.א ה שורה בסקלר )ולשכל שורותיה הן מכפלות של אות Bריצה כלומר, צ"ל מט

𝐴כמו כן צריך ש  + 𝐵  1תהא הפיכה. וגם הדטרמיננטה תהא בדיוק . 

 

 רעיון: 

 הפיכה ולכן Aנתון ש

|𝐴| ≠ 0 

 שהיא Bיט במטריצה נב

𝐵 = (

−𝑎𝑅1(𝐴) −
−0 −
⋮

−0 −

) 

𝐴 + 𝐵 = (

(1 + 𝑎)𝑅1(𝐴)

𝑅2(𝐴)
⋮

𝑅𝑛(𝐴)

) 

|𝐴 + 𝐵| = (1 + 𝑎)|𝐴| =?= 1 

1 + 𝑎 =
1

|𝐴|
 

 כי היא שונה מאפס.  Aרמיננטה של  מותר לחלק בדט

𝑎 =
1

|𝐴|
− 1 

𝑎נשים לב שאם   = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)אזי   0 =  מה נעשה במקרה זה? . 0

 במקרה זה 

|𝐴| = 1 

 נבחר

𝐵 =

(

 
 

0
𝑅1(𝐴)

0
⋮
0 )

 
 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)אכן  =  וכמו כן 1

𝐴 + 𝐵 =

(

 
 

𝑅1(𝐴)

𝑅2(𝐴) + 𝑅1(𝐴)

𝑅3(𝐴)
⋮

𝑅𝑛(𝐴) )

 
 

 

 שפיע  כיוון שחיבור שורה אחת לשורה אחרת לא מ

|𝐴 + 𝐵| = |𝐴| = 1 

 



 5שאלה 

 הוכיחו/הפריכו:

ן אפסים )במילים אחרות דרגת יותר שורות אפסים מאשר שורות שאינמטריצה ריבועית יש אם בצורה המדורגת קנונית של 

 צי מגודל המטריצה הריבועית(, האם המטריצה בריבוע שווה אפס? המטריצה קטנה מח

𝐴 = (
1

) 

𝐴 ⋅ 𝐴 = 𝐴 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 1 <
3

2
 

 

 6שאלה 

𝐴תהי   ∈ ℝ3×3  כך ש|𝐴| =  צ"ל   2

|3𝐴𝐴𝑡𝐴−1𝑎𝑑𝑗(𝐴)| = 33|𝐴||𝐴𝑡||𝐴−1||𝑎𝑑𝑗(𝐴)| = 33|𝐴||𝐴−1||𝐴𝑡||𝑎𝑑𝑗(𝐴)| = 33|𝐴 ⋅ 𝐴−1||𝐴𝑡||𝑎𝑑𝑗(𝐴)| = 
= 33|𝐼||𝐴||𝐴|2 = 63 

 

 7שאלה 

:𝑇יהי  𝑉 → 𝑉 המקיים   רחב לעצמו(.ר )העתקה לינארית ממאופרטו𝑇2 = 𝐼. 

 הוכיחו שאם  

ker(𝐼 − 𝑇) = 𝐼𝑚(𝐼 + 𝑇) 

 אזי  

ker(𝐼 + 𝑇) = 𝐼𝑚(𝐼 − 𝑇) 

 פתרון:

0 = 𝐼 − 𝑇2 = (𝐼 + 𝑇)(𝐼 − 𝑇) 

 מתחלפת עם עצמה.  Tוכמובן ש , Tמתחלפת עם כל העתקה, ובפרט עם  𝐼זה נכון כיוון ש

ת מוכלת בגרעין של תמונה של ההעתקה הפנימיתקת האפס אזי ה ע ה של שתי ההעתקות שנותנת את הכיוון שיש לנו הרכב

 ה החיצונית.תקעהה

 כלומר 

𝐼𝑚(𝐼 − 𝑇) ⊆ ker(𝐼 + 𝑇) 

 כמו כן נתון לנו

ker(𝐼 − 𝑇) = 𝐼𝑚(𝐼 + 𝑇) 

𝐼על ההעתקות   דרגהלפי משפט ה + 𝑇, 𝐼 − 𝑇 

dimker ( 𝐼 − 𝑇) + dim𝐼𝑚(𝐼 − 𝑇) = dim𝑉 = dimker ( 𝐼 + 𝑇) + dim𝐼𝑚(𝐼 + 𝑇) 

 נעביר אגפים מהשיוויון בין שני הצדדים החיצוניים

dimker(𝐼 − 𝑇) − dim𝐼𝑚 (𝐼 + 𝑇) = dimker(𝐼 + 𝑇) − dim𝐼𝑚(𝐼 − 𝑇) 

 , לכן גם צד ימין שווה אפס. 0לפי הנתון צד שמאל שווה  

 יוויון מימדים והכלה חד כיוונית, משל. לכן לפי ש

  



 8שאלה 

:𝑇יהי אופרטור   𝑉 → 𝑉  נביט בקבוצה 

𝑈 = {𝑆: 𝑉 → 𝑉|𝑇𝑆 = 𝑆𝑇} 

 לעצמו.  Vהוכיחו/הפריכו: זה תת מרחב של קבוצת כל האופרטורים מהמרחב 

 

 הוכחה: 

0 אכן ∈ 𝑈  כיוון ש 

0𝑇 = 0 = 𝑇0 

,𝑆1יהיו אופרטורים  𝑆2 ∈ 𝑈  ויהי𝑎 ∈ 𝔽  צ"ל 

𝑆1 + 𝑎𝑆2 ∈ 𝑈 

 כלומר צ"ל:

𝑇(𝑆1 + 𝑎𝑆2) = (𝑆1 + 𝑎𝑆2)𝑇 

 אכן

𝑇(𝑆1 + 𝑎𝑆2) = 𝑇𝑆1 + 𝑎𝑇𝑆2 = 𝑆1𝑇 + 𝑎𝑆2𝑇 = (𝑆1 + 𝑎𝑆2)𝑇 

 

 9שאלה 

 

 סעיף א':

(𝑇 + 𝐼)𝑆 = 𝑇𝑆 + 𝐼𝑆 = 𝑇𝑆 + 𝑆 

𝑇𝑆 + 𝑆 = 𝑆 

𝑇𝑆 = 0 

 (, נובע כי7ת ) ולכן, כמו בשאלה קודמ

𝐼𝑚(𝑆) ⊆ ker(𝑇) 

  



 סעיף ב':

𝑇𝑆𝑇 = 𝐼 

 "ע והחיצונית על.ת הזהות חח"ע ועל, לכן הפנימית חחהעתק

 שהיא גם החיצונית וגם הפנימית הפיכה!  Tכלומר 

 כיוון שההופכית יחידה

𝑇−1 = 𝑆𝑇 

 גם מצד שני, 

𝑇−1 = 𝑇𝑆 

 הרי

(𝑇𝑆)𝑇 = 𝐼 

 ל. .מ.ש

 

 על הדרך(  Sהפיכה )גם  Tדרך שנייה להוכיח ש

 ונעבור למטריצות מייצגות מבסיס כלשהו לעצמ

[𝑇𝑆𝑇] = [𝐼] 

 , וכיוון שהמטריצה המייצגת את העתקת הזהות מבסיס לעצמו היא מטריצת היחידה, לכן

[𝑇][𝑆][𝑇] = 𝐼 

 גם האופרטורים עצמם. תן הפיכה, כולן הפיכות, ולכן רים המטריצות ריבועיות, וכיוון שמכפלכיוון שמדובר באופרטו

 

 :3דרך 

𝑆𝑇 = (𝑇𝑆𝑇)𝑆𝑇 = 𝑇𝑆𝑇𝑆𝑇 = 𝑇𝑆(𝑇𝑆𝑇) = 𝑇𝑆 

 

 עיף ג':ס

(𝑇 + 𝑆)2 = 0 

𝑇2 + 𝑇𝑆 + 𝑆𝑇 + 𝑆2 = 0 

 אם יש העתקות כאלה שמקיימות את הדרוש

𝑇2 + 𝑆2 = 0 

 נעבור למטריצות מייצגות 

[𝑇] = (
0 1
1 0

),   [𝑆] = (
0 1
−1 0

) 

 אכן שתי המטריצות הפיכות, וגם: 

[𝑇][𝑆] = (
−1 0
0 1

) 

[𝑆][𝑇] = (
1 0
0 −1

) = −[𝑇][𝑆] 

([𝑇] + [𝑆])2 = (
0 2
0 0

)
2

= 0 



 

 ? איך היינו חושבים על לבד

,𝑒1}ח בסיס כלשהו יקנ אני הייתי הולך לפי בסיס. 𝑒2} 

𝑇𝑒1 = 𝑒2 

𝑇𝑒2 = 𝑒1 

𝑆𝑒1 = 𝑒2 

𝑆𝑒2 = −𝑒1 

 ולכן 

𝑇𝑆𝑒1 = 𝑒1, 𝑆𝑇𝑒1 = −𝑒1 

 

 

 10שאלה 

 

𝐴𝐵 = 0 

𝐴𝐵𝐶 = 0 

𝐴 = 0 

  



 

הפיכה ולכן חח"ע ולכן הגרעין הוא  Tכן ולו בסיסים( היא הפיכה )לא משנה לפי איל Tראשית המטריצה המייצגת את סעיף א': 

 רק מרחב האפס. 

 בוצה הריקה. מד הגרעין הוא אפס, והבסיס הוא הקלכן מי

 

𝐶[𝑆]טריצה  דות המכעת, עמו
𝐷  הן[𝑆𝑑𝑖]𝐶  כאשר𝐷 = {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3} 

 לכן 

[𝑆𝑑1]𝐶 = (
1
0
0
) ,       [𝑆𝑑2]𝐶 = (

1
1
0
) , [𝑆𝑑3]𝐶 = (

0
−1
0
) 

𝑆𝑑1 = (1,0,0) 

𝑆𝑑2 = 1 ⋅ (1,0,0) + 1 ⋅ (0,1,0) 

𝑆𝑑3 = −(0,1,0) 

𝐼𝑚 𝑆 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 {𝑆𝑑1, 𝑆𝑑2, 𝑆𝑑3} 

 בוצה פורשת. כלומר מצאנו ק

 י לינאריתנים המתאימים להן תלויים ובקיצור נעיף את מי שתלוהמשתאלה שדרג, נעיף את נשים בעמודות, נ

𝐼𝑚𝑆 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{(1,0,0), (1,1,0)} 

 . 2כמובן שמימד התמונה הוא ו

 

  



 'ב סעיף 

 אמנם 

𝑆𝑑1 − 𝑆𝑑2 − 𝑆𝑑3 = (0,0,0) 

 ולכן 

𝑆(𝑑1 − 𝑑2 − 𝑑3) = (0,0,0) 

 ולכן 

𝑑1 − 𝑑2 − 𝑑3 ∈ ker 𝑆 

 .אינו נתון לנו Dאבל! הבסיס 

dim𝐼𝑚𝑆ראינו ש = dimkerולכן   2 𝑆 = 𝑑1ולכן כיוון ש  1 − 𝑑2 − 𝑑3 ≠  )הרי הם בת"ל( 0

 ובע נ

ker 𝑆 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑑1 − 𝑑2 − 𝑑3} 

𝑑1עבורם  Dסיסים בלהראות שני לכן מספיק  − 𝑑2 − 𝑑3 שונה וזה הוכחה שלא ניתן למצוא  צא שהגרעין "ל וכך יויוצאים בת

 אותו.

𝐷 = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)},   𝑑1 − 𝑑2 − 𝑑3 = (1,−1,−1) 

𝐷 = {(1,0,0), (0, −1,0), (0,0,1)}, 𝑑1 − 𝑑2 − 𝑑3 = (1,1, −1)   

 ' גסעיף 

 . וח התמונה היא הטו הפיכה, לכן היא על ולכן Tראינו כבר ש

 . 3ניקח בסיס כלשהו לטווח והמימד הוא  

 

 סעיף ד'

 ראשית נבחין לב כי 

[𝑆]𝐶
𝐷 ⋅ [𝑇]𝐷

𝐵 = [𝑆𝑇]𝐶
𝐵 = (

1 1 0
0 1 −1
0 0 0

) 

 . מכאן עוברים לצורה המפורשת

https://youtu.be/ouEdwylqPiQ 
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