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 פתרון - הקורס קיץ תשע" – 5אלגברה לינארית  88-112

 רובינסון מיטל, מר ארז שיינר-מרצים: דר' מצרי אליהו, דר' אליהו

 שעות. 3אורך המבחן: 

 חומר עזר: מחשבון פשוט בלבד.

 הוראות: 

  588נק' )כל ציון מעל  558השאלות. סה"כ הניקוד המקסימלי  6 כליש לענות על 

 (.588יעוגל ל

 בלבד. ניתן להשתמש במחברת כטיוטה, אך המחברת לא  דפי הבחינהענות על יש ל

 תיבדק כלל.
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 סה"כ
 

 



 חלק א'

 הוכיחו את המשפט הבא:נק'(  58) .5

V, ויהי W  מרחבים וקטוריים נוצרים סופית, ותהי:T V W .העתקה לינארית 

dimהוכיחו כי  Im dim ker dimT T V   

 



2תהי נק'(  85) .5 2B   2ונגדיר העתקה לינארית 2 2 2:T   על ידי 

2 2 : (A) BAA T   

  הפיכה. Bהפיכה אם"ם  Tהוכיחו כי 

2על ולכן עבור  Tהפיכה אז T: אם הוכחה 2

2I   2קיימת 2A   כך ש
2( )T A I. 

לכן 
2BA Iית הפיכה מימין היא הפיכה, כלומר , ולפי משפט אם מטריצה ריבועB .הפיכה 

 

 חח"ע: Tהפיכה. ראשית נוכיח כי  Bכעת, נניח כי 

2יהיו  2

1 2,A A   כך ש
1 2( ) ( )T A T A  צ"ל

1 2A A. 

נתון 
1 2BA BA. 

 ונקבלBנכפול את שני הצדדים בהופכית של 

1 1

1 2B BA B BA   ולכן
1 2A A. 

dimחח"ע, נובע כי  Tכעת, כיוון ש ker 0T    לפי משפט הדרגה ולכן

2 2dimkerT dimImT dim    2נובע 2dimImT dim   ולכןT .על 

 חח"ע ועל ולכן הפיכה. Tביחד 

 



nVיהי נק'(  20) .3   ויהי 1,..., nB v v בסיס לV ותהי ,n nA   כך שלכל

1 1i n    מתקיים
i iAv v. 

 הוכיחו/הפריכו: .א
n n nAv v A I   

הוכיחו כי  .ב   1 1,..., nC A span v v   אם"םA .אינה הפיכה 

 ון:פתר

  :הוכחהא. 

נניח 
nA I  אז ברור שלכל וקטורnv  מתקייםAv Iv v   ובפרט

n nAv v. 

כעת נניח כי 
n nAv v יהי .nv יג אותו כצירוף לינארי של איברי כלשהו אזי ניתן להצ

: Bהבסיס 
1 1 ... n nv a v a v    לכן

1 1 1 1... ...n n n nAv a Av a Av a v a v v      . 

מתקיים  nבפרט, לכל וקטור מהבסיס הסטנדרטי של 
i iAe e. 

)אבל  )i iAe C A  ולכן עמודותA  הן בעצם איברי הבסיס הסטנדרטי ולכן
nA I. 

 

ב. נניח כי    1 1,..., nC A span v v  לכן .dim ( ) 1C A n n    ולכןA  אינה הפיכה כי

( )rank A n. 

)אינה הפיכה. לכן . Aת נניח כי כע )rank A n . 

1ברור לפי כפל עמודה עמודה כי לכל  1i n   מתקיים( )i iv Av C A . 

לכן סה"כ  1 1,..., ( )nspan v v C A   ולכן( ) 1rank A n . 

)נובע כי ביחד  ) 1rank A n  ולכן 

   1 1dim dim ,..., nC A span v v . 

 הכלה חד כיוונית של תת מרחבים יחד עם שיוויון מימדים גוררת שיוויון ולכן

   1 1,..., nC A span v v  



 חלק ב'

 

ה ננתונק'(  58) .4

1 2 0

1 0 1

2 1 0

A

 
 

 
 
 
 

ויהי הבסיס   2 21 x , 1 ,B x x x     

ל
2[ ]V x  

עבורה  Tהעתקה לינארית  במפורשמצאו  .א 
B

B
A T  

)2כלומר נוסחה מהצורה  ”במפורש“) ) ...T a bx cx  .) 

עבורו מתקיים  Cמצאו בסיס  .ב 
B

C
A I. 

 :פתרון

 א.

ראשית  

1 1 0

0 1 1

1 0 1

B

S
I

 
 


 
  

  

לכן     
1

1 1 1
1

1 1 1
2

1 1 1

S B

B S
I I


 
 

  
 
  

 

ביחד        

1 3 5
1

1 3 1
2

2 0 0

S B B S

S S B B
T I T I

 
 

 
 
  

  

כיוון ש   [ ] [ ]
S

s sS
T v Tv  

נקבל   2

3 5
1

3 [ ( )]
2

2

S

sS

a a b c

T b a b c T a bx cx

c a

     
   

     
   
      

 

2וסה"כ  21 1
( ) ( 3 5 ) ( 3 )

2 2
T a bx cx a b c a b c x ax          



 

 ב.

ראשית     
1

1

1 0 2
1

2 0 1
3

1 1 2

C B

B C
I I A




 
 

   
 
  

 

אבל העמודות של  
C

B
I  איברי הבסיס הקואורדינטות של הןC  לפי הבסיסB. 

לכן, אם נסמן  1 2 3, ,C w w w מתקיים כי 

 1

1
1

2
3

1
B

w

 
 


 
  

ולכן   2 2

1

1 1
(1 ) 2( 1 x) (x x ) 1

3 3
w x x            

 2

0
1

0
3

1
B

w

 
 


 
 
 

ולכן   2

2

1
x x

3
w   

 3

2
1

1
3

2
B

w

 
 

 
 
 
 

ולכן   2 2

3

1 1
2(1 ) ( 1 x) 2(x x ) 1

3 3
w x x         

 

 סה"כ 21 1 1
1 , x x ,1

3 3 3
C x x

 
     
 

 



 היתנק'(  58) .2

1 1 0 1

0 1 1 0

1 2 1 1

1 0 1 1

A

 
 
 
 
 
  

)ב A. נסמן את מרחב השורות של  )R A את ,

)מרחב העמודות ב )C A  ואת מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגנית

ב 4( ) | 0N A v Av  .  

 מצאו בסיס ומימד עבור:

 .א R A  

 .ב   C A N A  

 .ג   C A N A  

 :פתרון

 נדרג את המטריצה הבאה:

1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1 2 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0

a a a

b b b

c c a c a b

d d a d a b

     
     
      
       
     
         

  

א.  בסיס ל R A  הוא    1,1,0,1 ,  5והמימד הוא  0,1,1,0

 גילינו כי ב. לפי המטריצה המדורגת

0
( ) ( , , , )

0

a b c
C A a b c d

a b d

     
  

   
  

 וכמו כן

0
( ) ( , , , )

0

a b d
N A a b c d

b c

    
  

  
 

לכן סה"כ 

0

0
( ) ( ) ( , , , )

0

0

a b c

a b d
C A N A a b c d

a b d

b c

     
 

   
   

   
   

 



 נדרג את המטריצה

 

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

1 1 0 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1 1

1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1.5 0.5 0 0 0 1

              
       

   
         
       
       

       

 

לכן נגלה כי   ( ) ( ) 0,0,0,0C A N A   ולכן הבסיס הוא .והמימד הוא אפס 

 

 ג.

ראשית נמצא בסיס ל N A .דרג את משיך לנA קנונית לקבל 

1 0 1 1

0 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

 

0Axפתרון כללי למערכת ההומוגנית    הוא     , , , 1, 1,1,0 1,0,0,1t s t t s t s       

ולכן בסיס ל N A  הוא    1, 1,1,0 , 1,0,0,1   

)מהוות בסיס ל Aכמו כן שתי העמודות הראשונות של  )C A. 

ביחד             1,0,1, 1 , 1,1,2,0 , 1, 1,1,0 , 1,0,0,1C A N A sp     

 לכן על מנת למצוא בסיס נדרג את המטריצה

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

1 2 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 2 0 0 0 0 2

          
       

   
         
       
       
        

 

ולכן הבסיס ל   C A N A  הינו        1,0,1, 1 , 1,1,2,0 , 1, 1,1,0 , 1,0,0,1    והמימד

 .4הוא 

י משפט המימדים היה ניתן להסיק כי כמו כן, לפ הערה:

             dim dim dim dim 2 2 0C A N A C A N A C A N A         

ולכן     4C A N A ,  4ניתן לבחור את הבסיס הסטנדרטי, והמימד הוא. 



 נק'(  58) .6

למערכת המשוואות הבאה מעל המספרים  , אם בכלל,aמצאו לאילו ערכי  .א

 הממשיים יש פתרון יחיד, אינסוף פתרונות או אין פתרונות.

2 3

3 2

1 1 0 1

1 1 1 0 1

0

a a a a a

a

a a a a a

    
 

 
  

  

3תהי  .ב 3A   2כך שTA A I  .את  הביעו( )adj A  באמצעותA. 

 פתרון:

 א.

 נדרג את המטריצה

1 3

3 2 2 1

2 3

3 2 2 3 2

1 1 0 1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 1 1 1 1 0 1

0 0 0 0

R R
R aR R R

a a a a a

a a

a a a a a a a a a


 

      
   

      
      

 

3 2

2 3 2 3 2

1 1 0 0 1 1 1 0 0 1

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0

R aR
a a

a a a a a a



   
   

  
   
        

 

קל לראות שבמטריצה המדורגת אין שורת סתירה ויש משתנה חופשי  aלכל ערך של לכן 

 ולכן אינסוף פתרונות.

 

 ונקבל נפעיל דטרמיננטה על שני האגפים ב.

2 3( 1) 1TA A I      

אבל 
32 2T TA A A A A   

1Aביחד    ולכן ,A .הפיכה 

1כמו כן, ידוע כי  1
( )A adj A

A

   1לכן ( )A adj A . 

)כעת,  )TA A A I   1ולכן TA A A  . 

)ביחד  ) Tadj A A A. 

 


