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 מבוא לתורת המספרים האלמנטרית

 .ℤמספרים שלמים, ב המספרים האלמנטרית עוסקתתורת 

 הגדרה

𝑎  מחלק את𝑏 ומסמנים ,𝑎|𝑏 אם קיים ,𝑐 :כך ש 

𝑏 = 𝑎𝑐 

 תרגיל

⋅ |  הוא יחס טרנזיטיבי ורפלקסיבי. ⋅

 תרגיל

𝑎|𝑏|𝑎 ⟺ 𝑏 = ±𝑎 

 הגדרה

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℤ 0, לא שניהם . 

𝑑  של  המחלק המשותף המקסימליהוא𝑎, 𝑏 ,ונסמן (𝑎, 𝑏),  אם𝑑|𝑎, 𝑏.והוא הגדול ביותר כנ"ל , 

 טענה

0ולכל  𝑎לכל  ≠ 𝑏 קיימים ,𝑞, 𝑟 :כך ש 

𝑎 = 𝑞 ⋅ 𝑏 + 𝑟 

 ו:

0 ≤ 𝑟 < |𝑏| 

 הוכחה

0נניח כי  < 𝑏 0, ונוכיח עבור ≤ 𝑎. 

 .𝑎נוכיח באינדוקציה על 

𝑎בסיס:  = 0 

 מתקיים:

0 = 0 ⋅ 𝑏 + 0 
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0צעד:  < 𝑎 

 נניח כי:

𝑎 = 𝑞 ⋅ 𝑏 + 𝑟 

 כאשר:

0 ≤ 𝑟 < 𝑏 

𝑟אם  < 𝑏 − 1: 

𝑎 + 1 = 𝑞 ⋅ 𝑏 + (𝑟 + 1) 

 ואכן:

0 ≤ 𝑟 + 1 < 𝑏 

𝑟אם  ≥ 𝑏 + 1: 

𝑎 + 1 = (𝑞 + 1) ⋅ 𝑏 + 0 

 ואכן:

0 ≤ 0 < 𝑏 

∎ 

 משפט

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ ℤ,  0לא שניהם. 

,𝛼אז קיימים  𝛽 ∈ ℤ:כך ש , 

(𝑎, 𝑏) = 𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 

 הוכחה

 נתבונן בקבוצה:

𝐼 = {𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 | 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ} 

 נסמן:

𝐼+ = {𝑥 ∈ 𝐼 | 0 < 𝑥} 
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𝑒 = min 𝐼+ 

𝑑|𝑎, 𝑏 :לכן ,𝑑|𝑒. 

 :𝑒 –ב  𝑎שארית של נצבע חלוקה עם 

𝑎 = 𝑞 ⋅ 𝑒 + 𝑟 

 כאשר:

0 ≤ 𝑟 < 𝑒 

𝑟לכן,  ∈ 𝐼. 

𝑟 ∉ 𝐼+:שכן , 

𝑟 < 𝑒 = min 𝐼+ 

 לכן:

𝑟 = 0 

 .𝑒|𝑎לכן 

 .𝑒|𝑏באופן דומה, 

 לכן:

𝑒 ≤ 𝑑 

 לכן:

𝑑 = 𝑒 

∎ 

 למה

,𝑎) -ו  𝑎|𝑏𝑐אם  𝑏) =  .𝑎|𝑐, אז 1

 הוכחה

,𝛼עפ"י המשפט, קיימים  𝛽 ∈ ℤ :כך ש 

𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 = 1 
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𝑎|𝛼𝑎𝑐לכן:  + 𝛽𝑏𝑐 . 

 .𝑎|𝑐לכן: 

∎ 

 הגדרה

𝑎  אם מתקיים: אם אי פריק𝑏|𝑎 אז ,𝑏 = ±1, ±𝑎. 

𝑝  אם מתקיים: אם ראשוני𝑝|𝑏𝑐 אז ,𝑝|𝑏  או𝑝|𝑐. 

 

 


