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  מבוא להסתברות וסטטיסטיקה – 11תרגול כיתה 
  שוויונים הסתברותיים- , משפט הגבול המרכזי, איפונקציה יוצרת מומנטים

  

  פונקציה יוצרת מומנטים

  :הגדרה –פונקציה יוצרת מומנטים 

( ) ( )tX
XM t E e=  

  
  :שימושי פונקציה יוצרת מומנטים

  :Xשל r  (r=1,2,3…)יצירת המומנט מסדר  .1
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  .ומאפשר חישובה מומנט שני: מגדיר את השונות ;תוחלתהוא המומנט ראשון:  –הערה 
  

ערכי התפלגות. כלומר, לכל התפלגות יש רק פונקציה -חד-פונקציה יוצרת מומנטים מגדירה באופן חד .2

ציה יוצרת המומנטים יוצרת מומנטים יחידה. לכן בשאלות של זיהוי התפלגות ניתן לחשב את פונק

  המתאימה.
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)בלתי תלויים:   Y-ו Xבפרט, לשני משתנים  ) ( ) ( )X Y X YM t M t M t+ =  

  
  1שאלה 

  .p -ו nמשתנה מקרי בינומי עם פרמטרים  Xיהי 
  מצא את הפונקציה יוצרת המומנטים שלו.  .א
 .Xחשב בעזרת הפי"מ את התוחלת ואת השונות של   .ב

~יהיו   .ג ( , ), ~ ( , ), ~ ( , )X Bin n p Y Bin m p Z Bin k p  .X,Y,Z .ב"ת  
 .W=X+Y+Z, השווה לסכום Wמהי ההתפלגות של המ"מ 

 פתרון:
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  השונות:
 -תחילה נחשב את המומנט השני בעזרת הפי"מ
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 נתונה ע"י: Xומכאן השונות של 
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 מההתפלגות הבינומית,ג). נעזר בפי"מ של מ"מ 
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) -כלומר, קיבלנו ש ) ( 1 )t n m k
WM t pe p + += + וזוהי צורת פונקציה יוצרת מומנטים של התפלגות בינומית  −

), W, ולכן זוהי ההתפלגות של  p-ו  m+n+kעם הפרמטרים  )~ ,W Bin n k k p+ +.  

  
  

  2שאלה 

)נתון  )~ 0,1X N.  

חשב את הפונ' יוצרת המומנטים של המ"מ 
2Y Z=. 
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  פתרון:
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  .1 - שאז האינטגרל שלה שווה ל –האינטגרל מסורבל לחישוב ישיר, לכן נרצה להשלים לפונ' צפיפות מוכרת 
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)משום שהוא אינטגרל של פונ' צפיפות של מ"מ המתפלג 1- שווה להנ"ל האינטגרל  )20,N σ.  

)נציב חזרה  )2 1 1 2tσ =   :Yונקבל את הפי"מ של  −
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t
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- מתפלג חי  Y-לקבוע שבריבוע עם דרגת חופש אחת, לכן ניתן - הערה: הפי"מ שקיבלנו מתאימה להתפלגות חי

)), 1בריבוע (עם ד"ח  )1
2~Y χ.  

 
  

  ב). נכליל את תוצאת סעיף א', שוב בעזרת פי"מ.
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כאשר, במעבר (*) השתמשנו בעובדה שהמ"מ ב"ת. במעבר (**) השתמשנו בעובדה שהם שווי התפלגות. בעזרת 

  תוצאת סעיף א', נקבל:
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 בעזרת הפי"מ: Wנדגים את מציאת התוחלת של  
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  משפט הגבול המרכזי

,...,1יהיו  nX X עם תוחלת משתנים מקריים בלתי תלויים ושווי התפלגות ,µ  2ושונותσעבור  . אזיn  מספיק
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  3שאלה 
  גרם. 100המתפלג מעריכית עם ממוצע של  X  משקלו של עלון פרסום הוא משתנה מקרי

  העלונים ב"ת האחד במשנהו. ק"ג. 3מותר לשלוח בדואר חבילת עלונים במשקל מקסימלי של 
  - בקירוב ההסתברות שמהי 
 עלוני פרסום  שנבחרו באקראי ייכנסו בחבילה אחת? 36  .א

 גרם? 110עלוני פרסום  שנבחרו באקראי יעלה על  25ממוצע המשקל של   .ב

ביטוי תחילה  כתוב גרם? 110 -עלוני פרסום שנבחרו באקראי ישקלו למעלה מ 36מתוך  9פחות ל  .ג

 הקירוב. המאורע ורק אח"כ חשב את הסתברות המדוייקת שלל

  ?גרם 110 - עלוני פרסום שנבחרו באקראי ישקלו למעלה מ 36מתוך  12 בדיוק  .ד

 פתרון:

)מהנתון:  ) ( )~ ; 1 100 1 100X Exp E Xλ λ λ= = ⇒ = ;X  – (בגרמים) מ"מ משקל עלון פרסום.  

) לפי משפט הגבול המרכזי). א )
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 הגבול המרכזילפי משפט ). ב
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  גרם. 110- מס' העלונים ששוקלים יותר מ – Y גדיר מ"מנ  ג).

)גר' הוא  110-ישקול יותר מבנפרד כל עלון שהסיכוי  )1.1 0.333e− ≈,  
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  :הקירוב הנורמלי

)בינומית. אזי:  = מתפלג Yמסעיף א' כאמור,  ) 1.136E Y e−= ⋅ ,( ) ( )1.1 1.136 1V Y e e− −= ⋅ −.  

  ונקבל), 0.5נכניס את תיקון הרציפות (חיסור 

( ) ( )
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9 0.5 36
9 1 9 1 1 1.23 1 0.11 0.89
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  ד). נפעיל את משפט הגבול המרכזי ונשתמש בתיקון רציפות:
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0.183 0.171 0.140

36 1 36 1

P Y P Y

e e

e e e e

− −

− − − −

= ⇒ ≤ ≤
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   

  

  

  

  

  אי שוויונים הסתברותיים

  מרקוב י שוויוןא

)מתקיים  aהוא מ"מ המקבל ערכים אי שלילים בלבד, אז לכל ערך חיובי  Xאם  ) ( )E X
P X a

a
≥ ≤   

  בישב'צ שוויוןי א

)מתקיים   kהן סופיות, אז לכל ערך חיובי  2σושונותו  µמ"מ שתוחלתו   Xאם  )
2

2
| |P X k

k

σµ− ≥ ≤  
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  4שאלה 
הטלה הוא עולה מספר המדרגות  פעמים, כאשר אחרי 20מדרגות עד לגג. אדם מטיל קובייה הוגנת  80בבניין יש 

מרקוב,  שוויון-אי שוויון צ'בישב,- השווה לזה שמראה הקובייה. תן חסם מלעיל לסיכוי שיגיע לגג, בעזרת אי

  וקירוב להתפלגות הנורמלית.
  פתרון:

  
] מ"מ המייצג תוצאת הטלת קובייה אזי X יהי ]~ 1,6X Uתוחלתו ושונותו , ולכן-   

 
21 6 1 6 1 11

( ) 3 , ( ) 2
2 2 12 12

E X V X
+ −= = = =  

 יהי
20
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i

i

Y X
=

  -מלינאריות התוחלתאזי  ,תלויות)-הטלות בלתי 20(סכום של  ∑=

 1 11 1
( ) 3 20 70, ( ) 2 20 58

2 12 3
E Y V X= ⋅ = = ⋅ =  

  
  :שוויון צ'בישב-חסם לפי אי

58.333
( 80) ( 70 10) (| 70 | 10) 0.58333

100
P Y P Y P Y≥ = − ≥ ≤ − ≥ ≤ =  

  
  

  סביב התוחלת שלו. סימטריבאופן מתפלג  Y -, משום שזובשאלה  שקיבלנוחסם את הניתן לשפר 

1  - לפיכך 0.58333
( 80) ( 70 10) (| 70 | 10) 0.2916

2 2
P Y P Y P Y≥ = − ≥ = − ≥ = =.  

  
  

)    :שוויון מרקוב-חסם לפי אי ) ( )70
80 80 0.875

80
P Y P Y≥ ≤ = ≥ ≤  

  
  

  :חישוב ההסתברות בעזרת משפט הגבול המרכזי

[ ] ( ) ( )~ 1,6 3.5, 35 12i i iX U E X V X⇒ = =  

( ) ( )
20

1

~ 20 3.5,20 35 12 70,58.333iY X N N= ⋅ ⋅ =∑  

( ) ( ) ( )80 70
80 1 80 1 1 1.31 1 0.905 0.095

58.333
P Y P Y
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