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                                                                                                                                                   05.202123.                                                                              8822205קורס טופולוגיה 

   סילבוס    wikiאתר הקורס     אתר המרצה    megereli@math.biu.ac.ilמיכאל מגרל    מרצה:

 9הרצאה 

,𝐺) -חבורה ו  (⋅,𝐺)נניח  הגדרה:  𝜏) .מ"ט 

,⋅,𝐺) -ש אומרים  𝜏) ∈ 𝑇𝐺𝑟 ( חבורה טופולוגית𝑇𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑐𝑎𝑙 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝אם מתקיימים ): 

,𝑎)א.  "כפל"   𝑏) ⟼ 𝑎 ⋅ 𝑏  𝐺 × 𝐺 →
⋅
𝐺    .פונקציה רציפה 

1שקול:  ) 2 1 1 2 2 1 2, ( ) N( ), ( )a a G U N ab V a V N a VV U       ) 

𝑎   ב. "ההיפוך": ⟼ 𝑎−1     𝐺 → 𝐺  .פונקציה רציפה 

שקול:  )
1 1( ) ( )a G U N a U N a     ) 

 

 דוגמאות:

  כל מרחב נורמי(𝐸, ,+,𝐸)מגדיר חבורה טופולוגית  (‖⋅‖ 𝜏‖⋅‖) 

 (ℤ,+, 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑝)) 

  טורוס
nT (מה היא הפעולה ? ) חבורה טופולוגית קומפקטית 

 ( , )GL n 

 ל חבורה בטופולוגיה דיסקרטית כ 

 

(ב) - 𝑇𝐺𝑟בהגדרת     הערה: ⇍  .(א)

,+,ℝ)    דוגמה: 𝜏𝑠)    .בטופולוגית סורגנפרי 

ℝ    תזכורת: ⊇ 𝑂 ∈ 𝜏𝑠 =
𝑑𝑒𝑓

∀ 𝑥 ∈ 𝑂 ∃𝜖 > 0: [𝑥, 𝑥 + 𝜖) ⊆ 𝑂 

𝜏𝑠  למשל ∋ )פתוחה אבל לא     (0,1] 1,0]    (0,1])שהוא מקור של .) 

1הסבר נוסף:      1lim 0 lim( ) 0
n n

but    . 

 

:ח"ט. אז כל הזזה ימנית  G: נניח תרגיל , ( )a aT G G T x xa  

)הומיאומורפיזם )ז"א   )aT Homeo G  נכון גם לשמאלית(: , ( )a aT G G T x ax  .) 

   הסיקו שכל ח"ט היא הומוגנית. 

 

  http://u.math.biu.ac.il/~megereli/seminar.htmlבאתר  ופולוגיותעל חבורות ט הערה:

   IntroTopGr.pdf     TGrNotes070217.pdf   TGrEx.pdf     ראו קבצים :

mailto:megereli@math.biu.ac.il
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/TOP.html
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/TOP.html
https://math-wiki.com/index.php?title=88-222_%D7%AA%D7%A9%D7%A4%D7%90_%D7%A1%D7%9E%D7%A1%D7%98%D7%A8_%D7%91_%D7%AA%D7%99%D7%9B%D7%95%D7%A0%D7%99%D7%A1%D7%98%D7%99%D7%9D
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/syl_8822205.pdf
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/syl_8822205.pdf
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/seminar.html
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/IntroTopGr.pdf
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/TGrNotes070217.pdf
http://u.math.biu.ac.il/~megereli/TGrEx.pdf
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 .(𝑊𝑒𝑎𝑘 𝑇𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑦) טופולוגיה חלשה הגדרה:

,𝑋𝑖)קבוצה.  𝑋נניח  𝜏𝑖) ∈ 𝑇𝑂𝑃 ,𝑖 ∈ 𝐼 ציות מ"ט ונתונה משפחה של פונק𝑋 →
𝑓𝑖
𝑋𝑖 אז . 

 

 

 

   כך ש  𝑋על  𝜏𝑤קיימת טופולוגיה 

,𝑋) .א 𝜏𝑤) →
𝑓𝑖
(𝑋𝑖, 𝜏𝑖) .רציפות 

 ש  כך 𝑋טופולוגיה מסוימת על  𝜎 –בהינתן ש  .ב

,𝑋)   .ג 𝜎) →
𝑓𝑖
(𝑋𝑖 , 𝜏𝑖)    רציפות מתקיים𝜎 ⊇ 𝜏𝑤 

 (.  כי חלשה כך שמתקיים א'ההיא  𝜏𝑤)ז"א           

𝜏𝑤  הגדרה פורמלית:  "טופולוגיה חלשה"נקראת . 

𝜏𝑤 = (𝛼
∩𝐹)∪ 

𝛼כאשר  ≔ {𝑓𝑖
−1(𝑂𝑖)|𝑂𝑖 ∈ 𝜏𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}. 

𝛾 -ו  𝜏𝑤 -בסיס ל -הפר 𝛼לפי הבנייה  ≔ 𝛼∩𝐹  בסיס ל- 𝜏𝑤. 

 

מרחב , טופולוגיה נקודתית, טופולוגיה -מכפלה,  תת של "טופולוגיה חלשה":  דוגמאות

 מטריקות, טופולוגיה חלשה במרחבים נורמיים ... -שמוגדרת ע"י משפחת פסאודו

 

 )טופולוגיה חלשה(    משפט:

,𝑌)נניח  𝜎)  מ"ט ונתונה פונקציה𝑌 →
𝑔
𝑋 . 

𝑋  לגבי  𝑋מסמן טופולוגיה חלשה מעל  𝜏𝑤כמו קודם,  →
𝑓𝑖

𝑖∈𝐼
(𝑋𝑖, 𝜏𝑖)  . 

𝑌אזי  →
𝑓𝑖∘𝑔

𝑖∈𝐼
(𝑋𝑖, 𝜏𝑖)  רציפות⇔ 𝑌 →

𝑔
(𝑋, 𝜏𝑤) .רציפה 

 הוכחה:

 ברור, כי הרכבה שומרת על רציפות.    :(⇒)

(⇐): 

𝑌צ"ל  →
𝑔
(𝑋, 𝜏𝑤) .רציפה 

𝑂∀ש"ל  ∈ 𝜏𝑤: 𝑔
−1(𝑂) ∈ 𝜎. 

 אשר(. ז"א כ𝛼בסיס = -המ"ל )על פר
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∃𝑖 ∈ 𝐼: 𝑓𝑖
−1(𝑂𝑖) = 𝑂 ∈ 𝛼 

(𝑓𝑖 ∘ 𝑔)
−1(𝑂𝑖) = 𝑔

−1 (𝑓𝑖
−1(𝑂𝑖)) = 𝑔

−1(𝑂) 

𝑓𝑖של  רציפותפתוחה בגלל  ∘ 𝑔. 

∎ 

 

 הטופולוגיה הכי חלשה כך ש... 𝜏𝑤 תוצאה:

𝑌זה נובע מהמשפט. אם ניקח  הסבר: = 𝑋 →
𝑔=𝑖𝑑

(𝑋, 𝜏𝑤)בל .  מהרציפות נק𝜎 ⊇ 𝜏𝑤. 

 

 מקרים פרטיים של טופולוגיה חלשה:

 

 תת מרחב טופולוגי        : 

(𝑌, ? ) ↪
𝑖

שיכון
(𝑋, 𝜏)        (𝑌  תת קבוצה של𝑋.) 

𝜏𝑌 = 𝜏𝑤 

 !(. שווה לטופולוגית תת מרחב )שכבר הגדרנו

𝑂∀     שימו לב: ∈ 𝜏 ⊆ 𝑋: 𝑖−1(𝑂) = 𝑂 ∩ 𝑌 

 

  מכפלה טופולוגית שלn מיםגור   ( , ) i {1, ,n}i iX   

{1, , }

( , )
i

i n

X X 




    מ"ט  ו  הכי חלשה, שמבטיחה רציפות של הטלות 

1

{1, , }

p : ( X , ) (X , ) ( , , )
i i i i n i

i n

x x x 




 

מתקיים 
w   ! טופולוגית מכפלה כפי שהגדרנו( )F 

 


 

כאשר
1

1: {p ( ) X | }i i i n i iO O X O        בסיס "תיבות -הפר

 אלמנטריות". 
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  :אין הגבלה(  מכפלה טופולוגיתהגדרה(  ( , ) ii iX I  

𝑋 = {𝐼 →
𝑥
⋃𝑋𝑖
𝑖∈𝐼

, 𝑥(𝑖) ∈ 𝑋𝑖} =∏𝑋𝑖
𝑖∈𝐼

→
𝑝𝑖
(𝑋𝑖 , 𝜏𝑖) 

𝑥מכפלה קרטזית )כקבוצה(.  איבר טיפוסי "וקטור מוכלל"   = (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼  )פונקציות( 

𝑝𝑖0(𝑥)     היטלים: = 𝑥(𝑖0) = 𝑥𝑖0 

) מגדירים )F

w   

  טופולוגית  כ(  טופולוגיה חלשהTychonoff  .) 

1: {p ( ) | }i i i iO O   בסיס סטנדרטי-פרהבות אלמנטריות. תי 

𝛾 ≔ 𝛼∩𝐹 = {תיבות בסיסיות} = {⋂ 𝑝𝑗
−1(𝑂𝑗)𝑗∈𝐽 𝐽 סופי| ⊆ 𝐼, 𝑂𝑗 ∈ 𝜏𝑗} בסיס סטנדרטי 

 

i על מכפלה קרטזית הערות

i I

X X


 והיטלים ∏ 𝑋𝑖𝑖∈𝐼 →
𝑝𝑖
𝑋𝑖 

1א. 

\{ }

p ( )i i i j

j I i

O O X



     

1ב.   1

\{ , }

p ( ) p ( )i i k k i k j

j I i k

O O O O X 



     

)1ג.     ( ))
k

k j j

i J k

O if k J
p p O

X if k J





 
  

 
 

)1ד.  ) ( )i i I j j j j

i J

O x x O finite J I O x p O O  

 



          

שימו לב: תנאי     
1( )j j

i J

x p O



    שקול לj jj J x O   . 

 

 טריקותמ-טופולוגיה המוגדרת דרך משפחת פסאודו: 

 אז   𝑋מעל קבוצה פסאודו מטריקה  𝜌: אם תזכורתא. 

𝑡𝑜𝑝(𝜌) = {𝜌 פתוחות במובן} = {𝐵𝜌(𝑥, 𝑟)|𝑥 ∈ 𝑋, 𝑟 > 0}
∪
= 𝛾∪ 

 .𝑋מטריקות על אותה קבוצה -של פסאודו 𝑖∈𝐼{𝜌𝑖}ב.   נניח שנתונה משפחה 

 כטופולוגיה חלשה של אוסף הפונקציות הזהות:  𝜏𝑤({𝜌𝑖}𝑖∈𝐼)מגדירים 

𝑖: 𝑓𝑖∀)ז"א    = 𝑖𝑑     ){𝑋 ⟶
𝑖𝑑

𝑖∈𝐼
(𝑋, 𝑡𝑜𝑝(𝜌𝑖))}   

https://en.wikipedia.org/wiki/Product_topology
https://en.wikipedia.org/wiki/Product_topology
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𝜏𝑤לכן           = (𝛼
∩𝐹)∪ 

𝛼כאשר     ≔ {𝐵𝜌𝑖(𝑥, 𝑟)| 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑟 > 0, 𝑖 ∈ 𝐼} 

 .𝜏𝑤בסיס ל  -ה"כדורים" פר

 

 [0,1]על   טופולוגיה נקודתיתX C :)ניתן להכללות( 

𝑡עבור  ∈ ,𝜌𝑡(𝑓1מטריקה   -נגדיר פסאודו [0,1] 𝑓2) = |𝑓1(𝑡) − 𝑓2(𝑡)| נקבל  . 

{𝜌𝑡}𝑡∈[0,1] 

↓ 

𝜏𝑤({𝜌𝑡}𝑡∈[0,1]) =: 𝜏𝑝 

 (.𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑤𝑖𝑠𝑒 𝑡𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑦)טופולוגיה נקודתית טופולוגיה זו נקראת 

,𝐶[𝑎)    הערה: 𝑏], 𝜏𝑝) ⊊ 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥)   

,𝐶[𝑎)המרחב  𝑏], 𝜏𝑝)  אבל חשוב באנליזהלא מטריזבילית הוא . 

 :קבוצות הבאות   אוסף 

1 2, , , , 1 2{ ( ) : [ , ], 0, , , , [ , ]}
np p p nV g g C a b p p p a b     

1 2, , , , ( ) { [ , ]: | ( ) ( ) | }
np p p k kV g f C a b f p g p     

 .  pהוא בסיס לטופולוגיה 

 

max( )p top d  [0,1]. למשל סדרת הפונקציותnf C   1הבאה )עם( ) 1n n
f  ) 

 

)כאשר )  לפונקצית האפס  pת מתכנסת בטופולוגיה נקודתי ) 0x   לכל[ , ]x a b . 

 . מכילה כמעט כל האיברים של הסדרה מהטיפוס של  שכל סביבה של ראו 

)maxשלבטופולוגיה  אין התכנסותאבל  )top d כי  (( , ) 1nd f   (לא שואף לאפס) . 
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::הגדרה Xf Y אם פונקציה מושרת  שיכון טופולוגינקרה: X ( )f f Xזם. הומיאומורפי 

 

  טופולוגיה𝒑 – אדית:   

   𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑝) = 𝜏𝑤 {ℤ ⟶
𝑘↦𝑘+𝑝𝑛ℤ 

𝑓𝑛
(ℤ𝑝𝑛 , 𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟)     n } 

 פונקצית האלכסון בעצם

( ) ( ( ))f f : ( ,d )
n n nn n p p

n

f x f x




    

 . בתוך מכפלה טופולוגית מגדיר שיכון טופולוגי

({0,1, ,p 1}
n

n

p
  ופית דיסקרטית עם מסמן חבורה ציקלית ס

np .)איברים 

 

  טופולוגיה חלשה על מרחבHilbert 2( ,|| . ||)l  היא טופולוגיה המושרית מאוסף של 

2הפונקציונלים   2{ : ( ) , : }a af l f x a x a l    . 

]הערה: "כדור סגור"   ]rB  הנ"ל. לעומת זאת  קומפקטי בטופולוגיה חלשה [ ]rB  

)2לא קומפקטי בטופולוגית מרחב נורמי  ,|| . ||)l ( נלמד!)  .   

 

 

::  נניח טענה Y X
i i i

f   פונקציות רציפותi I    . 

:הוכיחו "שפונקצית המכפלה" 
i

i I

f f


  רציפה  הבאה היא 

: (( ) ) ( ( ))
i i i i I i i i I

i I i I

f Y X f y f y
 

 

    . 

 :  הרעיון הוא להשתמש במשפט "טופולוגיה חלשה". הוכחה

Yנגדיר : ,
i i

i I i I

Y X X
 

   נסמן ההטלות ב .,
Y X

i i
p pאז יש לנו פונקציה .

: Yf X כך ש
X Y

i i ip f f p נתון ש .
if רציפות. לכן גם

Y

i if p 

ששווה ל 
X

ip f לפי המשפט הנ"ל אפשר להסיק ש.f  .רציפה 

 

 

::  אם כל גורם תוצאה Y X
i i i

f    הומיאומורפיזם אז גם: Y Xf   . 

{1, , } {1, , }

Y X
i i i i

i n i n

Y X
 

  .    
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3  דוגמה: 2( 1,1) (0,7) (5, )      

2S:     תרגיל \{z} (0,1) (2,4) 

2נזכיר   הסבר:

2 2z S S \{z}    .היטל סטראוגרפי 

ℝ2מצד שני,  ≃ (0,1) × ) -בגלל הטענה הקודמת ו   (2,4) , )a b   . 

 

X:  תרגיל Y Y X   

.  למשל  גורמים ותמורות nלמקרה של  נסו להוכיח וגם להכליל

1 2 3 3 2 1X X X X X X     . 

 

:: נניח משפט Y X
i i

f    .פונקצית האלכסון" אזפונקציות רציפות  "

: i I if f   הבאה 

: ( , ) ( ) ( ( ))
i i i I

i I

f Y X X f y f y
 



   

kתקיים   רציפה ומהיא  kk I f p f   . 

y: הוכחה Y ( )(y) ( ( )) ( (y) ) ( )k k k i i I kp f p f y p f f y     

נתון ש
kf רציפות )והוכחנו

k kf p f לכן לפי המשפט "טופולוגיה חלשה" גם .)f. 

 

 

:  דוגמה
1 1 2 2

f : [ 1,1],f ( ) cos f : [ 1,1],f ( ) sint t t t      

1 2 1
f f f : [ 1,1] [ 1,1], f( ) (cos ,sin ) f( ) St t t        . 

 

f: פונקציה הגדרה : X Y  אם תמונה של ת"ק פתוחה היא פתוחה.  פתוחהנקראת

 . פונקציה סגורהבאופן דומה מגדירים 

 

 דוגמאות:

  נניחf : X Y  פונקציה רציפה חח"ע ועל. אז הפונקציה הומיאומורפיזם אם"ם היא

 ה(.  סגורה )פתוח

קחו בחשבון  
1 1(f ) f    .וקריטריונים לרציפות 
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  הפונקציה הנ"לf :[0,1) T  .היא לא פתוחה ולא סגורה 

 
[0,1]

f :[0,3] [0,1] ( )
1 [1,3]

x x
f x

x

 
   

 
 !(, נלמד סגורהו)רציפה על  

X(2,3))כי  הלא פתוח  [0,3]אבל  [0,3]פתוחה ב {1}f   [0,1]לא פתוחה בY ) 

  היטל
2

1 1 2 1p : ,( , )x x x  כי   לא סגורהרציפה, על, פתוחה, אבל 

1{( , ) | 0}
x

A x x   סגורה ב
2

(A)1אבל   (0, )p   לא סגורה ב  . 

 

 )פתיחות הטלות( : משפט

כל הטלה 
{1, , }

p : ( X , ) (X , )i i i i

i n

 



  פתוחההיא פונקציה . 

O:  צ"ל הוכחה p (O)k k    . 

Oאם    תיבה בסיסית אז 

 
1finite J I O ( )j j

i J

p O



   

   ג נשתמש בשוויון
1( ) ( ( ))

k

k k j j

i J k

O if k J
p O p p O

X if k J





 
   

 
. 

Oיא פתוחה. זה מוכיח מקרה של התמונה ה  . 

 )כל פונקציה שומרת איחודים(.  3tותשתמשו ב בסיס לבמקרה כללי קחו בחשבון ש

 

 

  תמיד פתוחה של קבוצות פתוחות לא אינסופית מכפלה קרטזית   אזהרה:

 )בעצם אם ורק אם פתוחה אם כמעט כל הגורמים הם מרחבים עצמם בהתאמה(. 

 (
1

2
, 3)

ℕ

= (
1

2
, 3) × (

1

2
, 3) ×  .ℝℕב   לא פתוחה …

(𝑎, 𝑏)ℕ ב    לא פתוחהℝℕ. 

𝑋     הסבר: = ℝℕ = ℝ ×ℝ × …     

𝐼כאן   = ℕ      (𝑋𝑛, 𝜏𝑛) = ℝ 

,𝑎) -אם נניח בשלילה ש    𝑏)ℕ     פתוח, אז(𝑎, 𝑏)ℕ ∈ 𝜏𝜋 = 𝛾
 . לכן  ∪

⇐ (𝑎, 𝑏)ℕ .מכיל תיבה בסיסית לא ריקה 
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,𝑎)לכן הוא מכיל  𝑏) × (𝑎, 𝑏) × … ⊇ 𝑂1 × 𝑂2 ×…× 𝑂𝑚 ×ℝ × ℝ× …. 

,𝑎)אבל זה גורר  𝑏) ⊇ ℝ!סתירה , 

 

1אז   iבסיס ל  i: במכפלה סופית אם טענה שימושית n   בסיס ל   . 

⋂}עבור מכפלה אינסופית:    𝑝𝑗
−1(𝑂𝑗)𝑗∈𝐽 𝐽 סופי| ⊆ 𝐼, 𝑂𝑗 ∈ 𝛾𝑗} 

 

 הוכיחו:     :תרגיל

) .א ) ( )i i

i I i I

cl A cl A
 

   לכל( , )i i iA X   ( אין הגבלה עלI). 

1  .ב 2 1 2int( ) int( ) int( )A A A A    ( סופימספר נכון לכל) .  

)intשבה  דוגמה תנו  .ג ) int( )i i

i i

A A
 

  

 

 מתי תכונה נשמרות ע"י מכפלה טופולוגית )סופית, אינסופית( ?: לה חשובהשא

   )תמיד ללא הגבלת מספר הגורמים( 

0 1 2 3 3.5
, , , ,T T T T T משפט( קשירות, קשירות מסילתית, קומפקטיות, Tychonoff ... ) 

   )מכפלות סופיות ובנות מניה( 

1 2
, , , , ,Sep B B Metriz    

 מכפלות סופיות() 

 discr,  נלמד !( קומפקטיות מקומית( 

 

 .  (בת מנייהאפילו )דיסקרטיות לא נשמרת ע"י מכפלה אינסופית :  הערה

Cלמשל   {0,1} discr נלמד !(אומורפי לקבוצת קנטור הומי(  

 

 מכפלה סופית שומרת על מטריזביליות  )נכון גם למכפלה בת מניה(.    הערה:

(𝑋1, 𝜌1), (𝑋2, 𝜌2) ∈ 𝑀𝑒𝑡𝑟 

→ (𝑋1, 𝑡𝑜𝑝(𝜌1)⏟    
𝜏1

) , (𝑋2, 𝑡𝑜𝑝(𝜌2)⏟    
𝜏2

) ∈ 𝑇𝑂𝑃 

 "מטריקת מכפלה".   𝜏𝜋יש התאמה עם הגדרת טופולוגית  טענה:
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 א( "מטריקה בסגנון אוקלידס" 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ √𝜌1(𝑥1, 𝑦1)2 + 𝜌2(𝑥2, 𝑦2)2 

,𝑑1(𝑥ב(     𝑦) ≔ 𝜌1(𝑥1, 𝑦1) + 𝜌2(𝑥2, 𝑦2) 

,𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑥ג(       𝑦) ≔ max{𝜌1(𝑥1, 𝑦1), 𝜌2(𝑥2, 𝑦2)} 

  תרגיל:

𝑋מ   𝑑~𝑑1~𝑑𝑚𝑎𝑥א(  ≔ 𝑋1 × 𝑋2. 

𝑡𝑜𝑝(𝑑)ב(  = 𝑡𝑜𝑝(𝑑1) = 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥)⏟                    
⇒ (א)

= 𝜏𝜋⏟
טופולוגית מכפלה

 

 

 : מטריזציה במקרה של מכפלה בן מנייה

 
1 2( , )i i

i

X X X X


    

( , )1
1 ( , )2

( , ) : sup{ | }i i i

i
i i i

x y

x y
d x y i



     .אחת מהאפשרויות 


