
 03.12.2015 14הרצאה  מכפלה פנימית
 נכתב על ידי נועם יערי 

 
 

1 
 

 מרחבי מכפלה פנימיתלדוגמאות 

1. 𝑉 = 𝔽𝑛 ,𝑣 = (

𝛾1

⋮
𝛾𝑛

) ,𝑤 = (
𝛾1′
⋮

𝛾𝑛′
). 

< 𝑣, 𝑤 > = 𝛾1 ⋅ 𝛾1
′̅ + ⋯ + 𝛾𝑛 ⋅ 𝛾𝑛

 )שיעור קודם(. ̅′

2. 𝑉 = 𝑀𝑚×𝑛(𝔽)  מטריצות מגודל(𝑚 × 𝑛 נגדיר לשתי מטריצות .)𝑋, 𝑌, 

< 𝑋, 𝑌 > = 𝑡𝑟(𝑋𝑡�̅�)  

Yאם  איבר:-מוגדר איבר �̅� -כש = (𝑦𝑖𝑗) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 אזי )Y̅ = (�̅�𝑖𝑗) 

(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.) 

 נבדוק שזו מכפלה פנימית:

 ( נחשב:1

< 𝜶𝟏𝑿𝟏 + 𝜶𝟐𝑿𝟐, 𝒀 > = 𝑡𝑟((𝛼1𝑋1 + 𝛼2𝑋2)𝑡�̅�) = 𝑡𝑟(𝛼1(𝑋1
𝑡�̅�) + 𝛼2(𝑋2

𝑡�̅�)) = 

𝜶𝟏 < 𝑿𝟏, 𝒀 > +𝜶𝟐 < 𝑿𝟐, 𝒀 > 

< 𝑿, 𝜷𝟏𝒀𝟏 + 𝜷𝟐𝒀𝟐 > = 𝑡𝑟(𝑋𝑡(𝛽1𝑌1 + 𝛽2𝑌2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝑡𝑟 (𝑋𝑡(𝛽1𝑌1
̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝛽2𝑌2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)) = 

= 𝜷𝟏
̅̅̅̅ < 𝑿, 𝒀𝟏 > +< 𝜷𝟐

̅̅̅̅ < 𝑿, 𝒀𝟐 > 

𝑡𝑟(𝐴𝑡)( תזכורת: 2 = 𝑡𝑟(𝐴) ,𝑡𝑟(�̅�) = 𝑡𝑟(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅  . נחשב:̅̅

< 𝒀, 𝑿 > = 𝑡𝑟(𝑌𝑡�̅�) לפי התזכורת= 𝑡𝑟((𝑌𝑡�̅�)𝑡) = 𝑡𝑟(�̅�𝑡(𝑌𝑡)𝑡) = 𝑡𝑟(�̅�𝑡𝑌) = 𝑡𝑟(𝑋𝑡�̅�) = 

< 𝑿, 𝒀 >̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

>נחשב:  (3 𝑿, 𝑿 > = 𝑡𝑟(𝑋𝑡�̅�) . 

𝑋נסמן:  = (

𝑥11 ⋯ 𝑥1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑚1 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

 . לכן:    (

𝑋𝑡 = (

𝑥11 ⋯ 𝑥𝑚1

⋮ ⋱ ⋮
𝑥1𝑛 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

)    ,  �̅� = (
𝑥11̅̅ ̅̅ ⋯ 𝑥1𝑛̅̅ ̅̅

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑚1̅̅ ̅̅ ̅ ⋯ 𝑥𝑚𝑛̅̅ ̅̅ ̅

)    . 

𝔽𝑛×𝑛 :נסמן ∋ 𝐶 = 𝑋𝑡�̅� .  נחפש את𝑐11, … , 𝑐𝑛𝑛 .)איברי האלכסון הראשי( 

𝑐11 = 𝑥11𝑥11̅̅ ̅̅ + 𝑥21𝑥21̅̅ ̅̅ + ⋯ + 𝑥𝑚1𝑥𝑚1̅̅ ̅̅ ̅ = |𝑥11|2 + ⋯ + |𝑥𝑚1|2 

𝑐22 = 𝑥12𝑥12̅̅ ̅̅ + ⋯ + 𝑥𝑚2𝑥𝑚2̅̅ ̅̅ ̅ = |𝑥12|2 + |𝑥22|2 + ⋯ + |𝑥𝑚2|2 

⋮ 
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𝑐𝑛𝑛 = |𝑥1𝑛|2 + ⋯ + |𝑥𝑚𝑛|2 

𝑡𝑟 𝐶 = ∑ ∑|𝑥𝑖𝑗|
2

≥ 0

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

𝑡𝑟 𝐶ובנוסף,  = 0 ⇔ 𝑥𝑖𝑗 = ,𝑖לכל  0 𝑗. 

< 𝑋, 𝑌 > = 𝑡𝑟(𝑋𝑡�̅�) = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗̅̅ ̅

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

 הערה

 .𝔽𝑚𝑛עם  𝑀𝑛×𝑛(𝐹)כמסקנה, רואים שמכפלה זו זהה למכפלה מדוגמא ראשונה, אם נזהה 

3. 𝑉 =  .{וקטורים גיאומטריים במישור}

 

< 𝑣, 𝑤 > = ||𝑣| ⋅ |𝑤|| ⋅ cos (𝛼) 

 מחדו"א: דוגמה .4

𝑉 = 𝐶[𝑎, 𝑏]  פונקציות רציפות בקטע סגור((𝑎, 𝑏)). 

< 𝑓, 𝑔 > =  ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 תזכורת

𝑣מרחב מכפלה פנימית אזי אפשר להגדיר, לכל  𝑉אם  ∈ 𝑉, 

||𝑣|| = √< 𝑣, 𝑣  נורמה מישורת ממכפלה פנימית. <

 הגדרה

. נגדיר, לכל נורמה מושרית)מסומן כמו ערך מוחלט כפול(  || ||מרחב מכפלה פנימית. נסמן  Vיהי 

𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉, 

 𝑑(𝑣, 𝑤) = ||𝑣 − 𝑤|| המרחק מ-𝑣  עד𝑤. 
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𝑑 .נקרא מרחק מושרה מנורמה 

 כונות של נורמהת

𝑣לכל  . הומוגניות:1 ∈ 𝑉 לכל ,𝛼 ∈ 𝔽: ||𝛼𝑣|| = |𝛼| ⋅ ||𝑣|| כש-|𝛼|  הוא המודול של𝛼: 

 𝛼 = 𝑥 + 𝑖𝑦  אזי|𝛼| = √𝑥2 + 𝑦2 

||𝛼𝑣||הוכחה: 
2

=< 𝛼𝑣, 𝛼𝑣 > = |𝛼|2||𝑣||
2

 

||𝛼𝑣|| = |𝛼| ⋅ ||𝑣||  

||𝑣|| :חיוביות. 2 ≥ 0 ,||𝑣|| = 0 ⇔ 𝑣 = 0→ 

 דית מחיוביות של מכפלה פנימית.הוכחה: מי

𝑣||. אי שוויון המשולש: 3 + 𝑤|| ≤ ||𝑣|| + ||𝑤|| 

 להוכחה נעזר במשפט:

 ט פיתגורסמשפ

>אם  𝑣, 𝑤 > = 𝑣||, אזי 0 + 𝑤||
2

= ||𝑣||
2

+ ||𝑤||
2

 

 הוכחה

< 𝑣, 𝑤 > = 0 ⇒< 𝑤, 𝑣 > = 0̅ = 0 

||𝑣 + 𝑤||
2

= < 𝑣 + 𝑤, 𝑣 + 𝑤 > =< 𝑣, 𝑣 > +< 𝑣, 𝑤 >=0 +< 𝑤, 𝑣 >=0 +< 𝑤, 𝑤 > 

||𝑣 + 𝑤||
2

= ||𝑣||
2

+ ||𝑤||
2
 

∎ 

 שוורץ(-משפט )אי שוויון קושי בוניאקובסקי

,𝑣יהיו  מרחב מכפלה פנימית. Vיהי  𝑤 ∈ 𝑉 ,אזי 

1 :| < 𝑣, 𝑤 > | ≤ ||𝑣|| ⋅ ||𝑤||. 

,𝑣  ⇔שוויון  1-: יש ב2 𝑤ת"ל. 

 הוכחה

𝑤נתבונן קודם במקרה  =  -. המשפט מתקיים, ויש שוויון, ויש תלות לינארית. לכן נניח ש0

𝑤 ≠ 𝑧 , נגדיר וקטור0 = 𝑣 −
<𝑣,𝑤>

<𝑤,𝑤>
𝑤 נבדוק ש- < 𝑧, 𝑤 > = 0. 

< 𝑧, 𝑤 > =< 𝑣 −
< 𝑣, 𝑤 >

< 𝑤, 𝑤 >
𝑤, 𝑤 > = < 𝑣, 𝑤 > −

< 𝑣, 𝑤 >

< 𝑤, 𝑤 >
< 𝑤, 𝑤 > = 0 
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 :-מזה נובע ש

< 𝑧,
< 𝑣, 𝑤 >

< 𝑤, 𝑤 >
𝑤 > = 0 

נסמן 
<𝑣,𝑤>

<𝑤,𝑤>
= 𝛼 

>כי  𝑧, 𝛼𝑤 > = �̅� < 𝑧, 𝑤 > = 0. 

,𝑧-נשתמש במשפט פיתגורס ל 𝛼𝑤 נקבל .||𝑧 + 𝛼𝑤||
2

= ||𝑧||
2

+ ||𝛼𝑤||
2

𝑧אבל   + 𝛼𝑤 = 𝑣 ,

||𝑣||ז"א, 
2

= ||𝑧||
2

+ ||𝛼𝑤||
2

= ||𝑧||
2

+ |𝛼|2 ⋅ ||𝑤||
2

≥ |𝛼|2 ⋅ ||𝑤||
2

 

||𝑣||כלומר 
2

≥ |𝛼|2 ⋅ ||𝑤||
2

= |
<𝑣,𝑤>

<𝑤,𝑤>
|

2

⋅ ||𝑤||
2

= (| < 𝑣, 𝑤 >
|2

(||𝑤||
2

)
2 ⋅ ||𝑤||

2
 

||𝑧||. שוויון מתקיים אם ורק אם 2 = 𝑧אם ורק אם  0 = 𝑧. אבל 0 = 𝑣 − 𝛼𝑤. 

𝑧 = 0 ⇔ 𝑣 = 𝛼𝑤 ⇔ {𝑣, 𝑤}ת"ל 

∎ 


