
 1 אלגברה מופשטת – 9תרגיל 
 
A,-חבורה, ו Gתהי  .1 B G  שתי תת חבורות שלה. הוכיחו שכל שתיים מבין

 התכונות הבאות גוררות את השלישית:
 

 .א 1A B ; 

AB .ב G; 

| .ג | | | | |A B G . 

f:פתרון: נגדיר פונקציה  A B G  ידי -על ,f a b ab:מתקיים . 

f  חח"ע ;תנאי א' מתקיים 

f  על .תנאי ב' מתקיים 

 ת השאלה היא: כלומר, כע

X,יהיו  Y  קבוצות ותהי:f X Y  פונקציה. אזי כל שניים מהתנאים הבאים

 גוררים את השלישי:

 חח"ע; f .א

 על; f .ב

| .ג | | |X Y. 

 כבר מכירים מבדידה. ואת הטענה הזאת אנחנו

 
תת  Gראשוניים שונים. נתון כי יש ל ,qpעבור  pqחבורה מסדר  Gתהי  .2

 G. הוכיחו כי qותת חבורה נורמלית מסדר  pרה נורמלית מסדר חבו

 ציקלית.

GPpהוכחה: תהי    תת חבורה נורמלית מסדרp וGPq  תת חבורה

GPp.מכיוון ש  qנורמלית מסדר    וGPq  GPP qp   ואפילו ת"ח(

qpqpנורמלית(. מתקיים  PPPP , ,}{ePP qp   מכיוון ש(

1),(|)||,(|  qpPP qp ו )qpqp PPPP  לכן .qpPP  היא מכפלה ישרה פנימית

qpשל  PP  מורפית למכפלה הישרה החיצונית שלהם":. נובע שהיא איזו,

qpqp PPPP  אבל .p  וq  ראשוניים זרים לכןpqqpqpqp ZZZPPPP  .

GPPלסיום נשים לב כי  qp   כך ש|||||| GqpPPPP qpqp   ,לכןGPP qp  



 ציקלית. Gו 

 

GKHחבורה ו  Gתהי  .3 ,  הוכיחו:לכל תת חבורות משלימות .KkHh  , 

ekhהקומוטטור,  ],[    אם ורק אםKH  .Gתת חבורות נורמליות של  ,

 
הוכחה: ראינו בתרגול את הגרירה משמאל לימין. עבור הגרירה ההפוכה, 

KkHhנניח ש לכל   ekhהקומוטטור,  , ],[  ונוכיח כיGH   תת חבורה

 זהה. Kנורמלית. ההוכחה עבור 

Hghg. מ"ל כי Ggו  Hh ויהי 1 . 

HKGgאבל,   קיימים גורר שKHh  khg''כך ש  ',' .  ,לפי הנתון

ekh ]',[ ,לכן .',kh :מתחלפים. לכן 

Hhhhhkhkhhhkkhghg   111111  כדרוש. ''''''''''

היא  Gהערה: נובע כי ניתן להגדיר מכפלה ישרה פנימית באופן הבא: 

KHמכפלה ישרה פנימית של תת חבורות  אם הן משלימות וכל איבר  ,

 .Kמתחלף עם כל איבר מ  Hמ 
 

GHו  סופית חבורה Gהי ת .4   נניח שקיים 2תת חבורה מאינדקס .

HGאפימורפיזם  :  כך שKer  לא מוכל בH הוכיחו כי .
2ZHG . 

 

Hשון: הוכחה: לפי משפט האיזו הרא
Ker

G 


. בפרט, 

2]:[
||

||
||  HG

H

G
Ker לכן .

2ZKer  . 

KerHנראה כי  מכפלה ישרה  Gנורמליות ומשלימות ונקבל ש   ,

 פנימית, ולכן גם חיצונית שלהם, כדרוש.

GHמכיוון ש   2ת חבורה מאינדקס ת ,GH  .תת חבורה נורמלית 

GKerהגרעין של הומומורפיזם הוא תמיד תת חבורה נורמלית. לכן,  . 

HKerGנראה כי     1{וכן כי{HKer. 

 
HKera. יהי  Hלא מוכל ב  Kerלפי הנתון,  \.   אזי, הקוסטים 

HaH   הם שני קוסטים שונים. בפרט, מכיוון שGH   תת חבורה

HKerHKerHKeraHHaHHG, 2מאינדקס   1 .

HKerGההכלה ההפוכה בבירור נכונה לכן,   . 

 
. ראינו כי 1נשתמש בשאלה  HKer}1{להוכיח ש  על מנת

HKerG   ,מצד שני .|||||| HKerG    1לפי לגרנז'. לכן משאלה 

 .HKer}1{נובע כי 

 
KerHמכפלה ישרה של  Gלכן,  2ZHKerHGכלומר:  ,   

 
 

 ענו על הסעיפים הבאים: .5



ראשוני. הוכיחו כי  pעבור  2pמסדר לא ציקלית חבורה  Gתהי   .5.1

pp ZZG  

. קחו איבר שלא שייך Gשל   pמסדר  Hרמז: קחו תת חבורה ציקלית 
 Hו  Kכך ש  Gשל  pמסדר  Kוכיחו כי הוא יוצר תת חבורה וה Hלחבורה 

 משלימות ונורמליות.
 

אינה  G. מכיוון ש 2pמסדר חבורה אבלית בתור חבורה  Gהוכחה: 

 G. לפי לגרנז' הסדר של כל איבר ב 2pאיבר מסדר  Gציקלית אין ב 

 .2pאו  pאו  1הוא 

Gaeלכן, לכל   ,pao )(. 

Gaeיהי    ,pa  לכן קיים  || ab הות.שאינו הז 

 
טענה:  ba  .Gהן תת חבורות משלימות ב   ,

eba}{נראה כי ראשית הוכחה:  . 

נשים לב:  aba  אבל, תת החבורות היחידות של חבורה

ציקלית מסדר ראשוני הן החבורה עצמה ותת החבורה הטרוויאלית 
או   pשל כי ממשפט לגרנז' נובע שהסדר של תת חבורה חייב להיות )למ

1.) 
מכיוון ש  ab , aba ,לכן .}{eba . 

2||||||כעת,   baGp   1לכן לפי שאלה , baG 

ותת החבורות  ba  .Gהן תת חבורות משלימות ב   ,

אבלית, הן בהכרח תת חבורות נורמליות שלה. לכן לפי  Gמכיוון ש 

ppהמשפט על מכפלה ישרה פנימית,  ZZbaG . 

 
/)(. הוכיחו כי 2112חבורה לא אבלית מסדר  Gתהא  .5.2 GZG  היא חבורה

 אבלית, לא ציקלית ומצאו את הסדר שלה.

3132197פתרון: נשים לב,   3. לפי תרגיל מהתרגול, לכל חבורה מסדרp 

הסדר של המרכז  . בפרט, אצלינו,pראשוני, הסדר של המרכז הוא  pעבור 

|/)(|213ו  11הוא  GZG ,שוב, לפי תרגיל מהתרגול .)(/ GZG  חבורה

/)(אבלית. אם  GZG  היתה ציקלית היה נובע כיG  .אבלית בסתירה לנתון

 אינה ציקלית. Gלכן 

 
/)(חבורה זהו את ה  .5.3 GZG .עד כדי איזומורפיזם 

|/)(|213פתרון: מכיוון ש  GZG ,'1313, לפי סעיף א)(/ ZZGZG . 

 
 

 
 , נגדיר תת חבורהpמספר ראשוני ו Gהגדרה:עבור חבורה  .6

 GxxG pp : 

. ענו על הסעיפים Gב  pxלהיות תת החבורה הנוצרת ע"י כל האיברים מהצורה 

 הבאים.



HGחבורות ו  ,HGיהיו  .6.1 : אפימורפיזם. הוכיחו כי pG  מוכלת

1)(. דהיינו, כי pHבתמונה ההפוכה של  pp HG  

 
 הוכחה: 

Gx ,)(1ראה כי לכל נ pp Hx  . 

1)(אז, מכיוון ש  pH  היא תת חבורה שלGגם את תת  , היא תכיל

 .pG, דהיינו היא תכיל את pxמהצורה האיברים  יהחבורה הנוצרת על יד

)()()(אבל,  1 pppppפ HxHxHx     מה שנכון על פי

1)(. לכן, pHהגדרת  pp HG . 

 
 

GG. הוכיחו כי סופית  pחבורת  1Gתהי  .6.2 p    היא תת חבורה ממש

 (G)דהיינו, שונה מ 
 .Gרמז: אינדוקציה על הסדר של  

 

טבעי כלשהו. נוכיח כי הטענה נכונה  nעבור  npהוא  Gהוכחה: הסדר של 

 .nבאינדוקציה על 

Gx, ex, בפרט לכל  pיקלית מסדר חבורה צ 1n ,Gעבור  p    ו

GeeGxxG pp   היא תת חבורה ממש. :}{

מסויים )כולל( ונוכיח את הטענה  nנניח כי הטענה נכונה לכל הטבעיים עד 

 .n+1 עבור 

 אינו טרוויאלי. GZ)(. אזי המרכז 1npחבורה מסדר  Gתהי 

מכיוון שהמרכז הוא ת"ח נורמלית ניתן להתבונן בחבורת המנה: 
)(GZ

G זוהי .

מסדר קטן יותר. לכן, לפי הנחת האינדוקציה,  pחבורת 

)()(
:

GZ
G

GZ
GK

p







  .היא תת חבורה ממש 

:/)(יהי  GZGG  .)האפימורפיזם הטבעי )השולח כל איבר לקוסט שלו 

אזי, לפי חלק א',   pp GZGG )(/1. 

אפימורפיזם ו  מכיוון ש 
)()(

:
GZ

G
GZ

GK
p







  היא תת חבורה ממש, גם

 .Gהתמונה ההפוכה שלה היא תת חבורה ממש של 

לכן,    GGZGG
pp   )(/1 .כדרוש 

 

 



 

 בהצלחה! 


