
  5 תרגיל –אלגברה ליניארית 
  1שאלה 

2 תהיי 2:T →ℝ ℝ י"ע המוגדרת ליניארית העתקה ( ) ( )1 2 1 2 1 2, 2 2 , 3T x x x x x x= − + −  

] את מצא ]E
A T= ,של המייצגת המטריצה  T  הסטנדרטי בבסיס.  

  פתרון

2הבסיס הסטנדרטי של 
ℝ הוא ( ) ( ){ }1,0 , 0,1B = .( ) ( ) ( ) ( )1,0 2,1 , 0,1 2, 3T T= − =  ולכן −

2 2

1 3
A

− 
=  − 

.  

  2שאלה 

 תהי
3 3:T →ℝ ℝ ידי על המוגדרת הלינארית ההעתקה   

                     

1 1 2 3

2 2 3

3 3

4 5

2 6

3

x x x x

T x x x

x x

+ +   
   = +   
   
   

  

  .T של הסטנדרטית המטריצה, A את מצא. א

  !נמק? על T האם? ערכית חד חד T האם. ב

  פתרון

3הבסיס הסטנדרטי של . א
ℝ הוא ( ) ( ) ( ){ }1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1B =.  

1 1 0 4 0 5

0 0 , 1 2 , 0 6

0 0 0 0 1 3

T T T

           
           = = =           
           
           

  

ולכן 

1 4 5

0 2 6

0 0 3

A

 
 =  
 
 

.  

  .ע ועל" חחT מטריצה הפיכה Aמכיוון ש . ב

  3שאלה 

:33 יהי RRT  הנוסחה י"ע הנתונה ליניארית העתקה →
 

),,2(),,( zyyxzyxT −−=. 
  .נדרטיהסט בבסיס T של A מטריצה מצאו  )א

 ווקטורים כל מצאו? הפיך T האם  )ב
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  פתרון



). א ) ( ) ( ) ( )(1,0,0) (1,0,0), 0,1,0 2, 1,0 , 0,0,1 0,0,1T T T= = − − =  

ולכן 

1 2 0

0 1 0

0 0 1

A

− 
 = − 
 
 

.  

.  הפיךT הפיכה ולכן Aהמטריצה . ב
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1

1

3

z

y

x

T ולכן 

2 3 1 3

1 1, 1, 1 1 1

1 1 1

x y

y x y z T

z

− =    
    − = ⇒ = = − = ⇒ − =    
    =    

 

  4שאלה 

:33 ליניארית העתקה נתונה RRT    י" המוגדרת ע→
3

2

3

2

x x y

T y x y z

z
y z

 
 + 
   = − +  

   
  − 

 

  

 . T של הגרעין של  המימד ואת בסיס מצא  .א

  .  ImT- של  המימד ואת בסיס מצא  .ב

 הווקטור a ערכי אילו עבור  .ג

2

2

a

 
 
 
 
 

  ?T   של לתמונה שייך 

  פתרון

 הוא קבוצת הפתרונות של המערכת ההומוגנית Tהגרעין של   .א

3 0

2 0

3
0

2

x y

x y z

y z


 + =
 − + =

 − =


. 

  הבסיס של קבוצת הפתרונות של המערכת נמצא את 

2 3 31 2 2 43
3 1 0 3 1 0 3 1 0

1 1 2 0 4 6 0 4 6

3 3 0 0 0
0 1 0 1

2 2

R R RR R R − →− →

   
     
     − − −     

    
 − −   

   

∼ ∼  

2z נציב zהמשתנה החופשי הוא  ,1 ונקבל ש = 3x y= − ) הבסיס של הגרעין הוא = ){ }1,3,2− 

  .1והמימד 



3 ניקח את הבסיס הסטנדרטי ב ImT ל כדי למצוא בסיס ומימד  .ב
ℝ .

1 3 0 1 0 0

0 1 , 1 1 , 0 2

0 0 0 1 1 3

2

T T T

 
          
          = = − =           

           
          − 

 

 ואז 

3 1 0

Im 1 , 1 , 2

0 1 3

2

T span

  
     
     = −     
      
    − 

  

 נמצא בסיס 

 :ל"למרחב וקטורי הנ

2 3 31 2 2 43
3 1 0 3 1 0 3 1 0

1 1 2 0 4 6 0 4 6

3 3 0 0 0
0 1 0 1

2 2

R R RR R R − →− →

   
     
     − − −     

    
 − −   

   

∼  ולכן הבסיס הוא ∽

( ) ( ){ }3,1,0 , 0, 4, 6−. 

  aא לאילו ערכי " ז יש פתרון למערכתaאילו ערכי יש לבדוק ל  .ג

2

2 ImT

a

 
 ∈ 
 
 

.   

3 0 2

1 4 2

0 6 a

α β
     
     + =     
     −     

 מכיוון ש 
2 1

,
3 3

α β= 2a רק עבור = =   . נקבל פתרון למערכת−

  5שאלה 

3תהיי  2:T →ℝ ℝ י" עמוגדרתה ההעתקה הליניארית ( ) ( ), , ,T x y z x y= מצא את המטריצה A 

) ביחס לבסיסים Tהמייצגת את  ) ( ) ( ){ }: 1,0,1 , 1,1,0 , 0,1,0B ) בתחום ו = ) ( ){ }: 2,1 , 3, 1C = − − 

  .בטווח

  פתרון

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0,1 1,0 , 1,1,0 1,1 , 0,1,0 0,1T T T= = =.  

נרשום עבור כל אחד מהוקטורים שקיבלנו את הווקטור קוארדינטות ביחס לבסיס 

( ) ( ){ }: 2,1 , 3, 1C = − − .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0 1 2,1 1 3, 1 1,0 1, 1

1,1 2 2,1 1 3, 1 1,1 2,1

0,1 3 2,1 2 3, 1 0,1 3,2

C

C

C

= − ⋅ − ⋅ − − ⇒ = − −  

= ⋅ + ⋅ − − ⇒ =  

= ⋅ + ⋅ − − ⇒ =  

  



]ולכן  ] 1 2 3

1 1 2
B

C
T

− 
=  − 

.  

  6שאלה 

T:לשתי מטריצות המייצגות את שהוכח   .א V W→) יש אותה דרגה) ביחס לבסיסים שונים.  

)תנו דוגמה של העתקות ליניאריות   .ב ) ( )2 2 2 2:T M M× ×→ℝ ℝ ו ( ) ( )2 2 2 2:S M M× ×→ℝ ℝ כך ש 

TS ST≠. 

  פתרון

  . והיא אינה תלויה בבחירת הבסיסיםImTהדרגה היא המימד של   .א

: למשל  .ב

0 0
,

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

x y t x y x
T S

z t z t

x y x
TS T

z t

x y t t
ST S

z t

       
= =       

       

     = =     
     

     = =     
     

  

  7שאלה 

)נתונה המטריצה  )
1 1

1 1

1 1

a

A a a

a

 
 =  
 
 

3יהי .  3:aT →ℝ ℝי " המוגדרת ע

1 1

1 1

1 1
a

x a x

T y a y

z a z

    
    =    
    
    

  

) aעבור אילו ערכים של הפרמטר  )dim ker aTים של הפרמטר  הוא מקסימאלי ועבור אילו ערכa 

( )dim Im aTהוא מקסימאלי .  

  פתרון

a 3ל היא לא העתקת האפס נקבל שלכל " ההעתקה הנaמכיוון שלכל 
aKerT ≠ ℝ ולכן 

( )dim ker 2aT ≤.  

1 2 2

1 3 3 2 3 3

2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 1 0 1 1

1 1 0 1 1 0 0 2

R R R
aR R R R R R

a a a

a a a a a

a a a a a

− →
− → + →

     
     − − − −     
     − − + −     

∼ ∼  

1a עבור  ) נקבל ש = )dim ker 2aT 1a ולכן עבור = ) נקבל ש = )dim ker aTהוא מקסימאלי .  

,1עבור  2a a≠ ≠ )  המטריצה הפיכה ולכן ההעתקה היא על ואז− )dim Im aTהוא מקסימאלי .  

  



  8שאלה 

]נתונה העתקה ליניארית   .א ] 3
2:T x →ℝ ℝי " המוגדרת ע( )

( ) ( )
( )
( )

0 1

0

1

f f

T f f

f

− 
 =  
 
 

.  

i.  מצאו מטריצה שלTבבסיסים הסטנדרטיים .  

ii.  מצאו בסיס ומימד שלKerT ושל ImT. 

)נתונה העתקה . ב ) ( )2 2:T M M→ℝ ℝי " המוגדרת ע
a b a c

T
c d b d

  −   
=    −    

.  

i.  הוכיחו שTהעתקה ליניארית . 

ii.  מצאו בסיס ומימד שלKerT ושל ImT. 

  פתרון

] הסטנדרטי של הבסיס  .א ]3 xℝ הוא { }2 , ,1x x ואז  

( ) ( ) ( )2

1 1 0

0 , 0 , 1 1

1 1 1

T x T x T

− −     
     = = =     
     
     

] ולכן  ]
1 1 0

0 0 1

1 1 1

T

− − 
 =  
 
 

.  

יש לפתור את המערכת ההומוגנית : נמצא בסיס ומימד לגרעין

0

0

0

α β
γ
α β γ

− − =
 =
 + + =

 

1 3 3 2 3 3

1 1 0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0 0

R R R R R R+ → − →
− − − − − −     
     
     
     
     

∼ 1β נציב βהחופשי הוא  המשתנה ∽ = 

,1ונקבל  0α γ= − }הבסיס לגרעין הוא . = }2x x− 1 והמימד הוא.  

]אם : דרך נוספת ]2f x∈ℝ  אז ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1f f f x ax x a= ⇒ = − ∈ℝ .  

  .ד לתמונהנמצא בסיס ומימ

מכיוון ש 
1 3 3 2 3 3

1 1 0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0 0

R R R R R R+ → − →
− − − − − −     
     
     
     
     

∼  הוא ImT אז הבסיס ל ∽

( ) ( ){ }1, 1,0 , 0,0,1−   .2 והמימד הוא −

 . העתקה ליניאריתTנוכיח ש   .ב



)יהיו  )1 1 2 2
2

1 1 2 2

,
a b a b

M
c d c d

   
∈   

   
ℝ 

( )
( )

1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

a b a b a a b b
T T

c d c d c c d d

a a c c a c a c a b a b
T T

b b d d b d b d c d c d

   + +     
+ = =        + +        

+ − +     − −       
= + = +            − + + − −            

  

αיהי  ∈ℝ ו ( )2

a b
M

c d

 
∈ 

 
ℝ   

a b a b a c a c a b
T T T

c d c d b d b d c d

α α α α
α α α

α α α α
    − −           = = = =              − −              

  

  נמצא בסיס ומימד לגרעין

a b a c
T

c d b d

  −   
=    −    

 ולכן 
0 0

0
0 0

a b
T a b c d

c d

    
= ⇔ = = = =    

    
 φ הבסיס הוא 

  .0והמימד הוא 

)מכיוון ש  ) ( )dim dim dimV KerT ImT= )ל ש  נקב+ )dim 4ImT  ומכיוון ש =

( ) ( ) ( )( )2 2Im dim Im dimT M T M⊆ ∧ =ℝ ℝ נקבל ש ( )2ImT M= ℝ ואז ניתן לרשום את 

 ImTהבסיס של 
1 0 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 1 0 0 1

        
        
        

  

  9שאלה 

נתונה מטריצה 
1 0

0 2
A

 
=  
 

)העתקה ליניארית  .  ) ( )2 2:S M M→ℝ ℝי " מוגדרת ע

( )S X AX XA= ) כאשר + )2X M∈ ℝ.  

  . העתקה ליניאריתSהוכיחו כי   .א

1Sמצאו את , אם כן?  הפיךSהאם   .ב −. 

  פתרון

)יהיו  )2,X Y M∈ ℝ  .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )S X Y A X Y X Y A AX AY XA YA AX XA AY YA S X S Y+ = + + + = + + + = + + + = +



αיהי  ∈ℝ ,( )2X M∈ ℝ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )S X A X X A AX XA AX XA S Xα α α α α α α= + = + = + =  

1 0 1 0
2 2 2 2 0

0 2 0 2

a b a b
a a b b c c d d a b c d

c d c d

     
= − ⇒ = − ∧ = − ∧ = − ∧ = − ⇒ = = = =     

     

0KerSולכן  ) ומכיוון ש = )( ) ( ) ( )2dim dim dim ImM KerS S= +ℝ נקבל ש ( ) ( )2Im S M= ℝ 

 נשים לב ש . הפיכהSו 
1 0

0 2
A

 
=  
 

 AX המטריצה Xרית ולכן עבור מטריצה אמטריצה אלמנטה  היא

2האלמנטארית י פעולת השורה "היא המטריצה המתקבלת ע 22R R→ והמטריצה XA היא המטריצה 

2י פעולת עמודה אלמנטארית "המתקבלת ע 22C C→.  

2 3

3 4

a b a b
S

c d c d

    
=    

    
.  

  .Sנמצא את העתקה ההופכית ל 

2 2
1 1

1
2 22 3 4 3 4 3

3 4 6 4 3 2

R RC Ca b a b a b

c d c d c d

→→     
     
     

∼ ∼   

2 3 4 3 6 6

3 4 3 2 6 6

a b a b a b

c d c d c d

     
+ =     

     
  

)ולכן  )
1 0

2 01
1

0 16 0
2

T X X X
  

   = +       
  

  . היא ההעתקה ההופכית

  10שאלה 

T  ויהי, F  שדה  מעל וקטורי מרחב  V  יהי V V: T:  המקיים לינארי אופרטור  → T4 =.  

Im)(Ker)(:      הוכח . א 3 TTV +=.  

 .נמק היטב?  ישר הוא' א בסעיף הסכום האם . ב
  פתרון

Vvיהי   .א ∈ .( ) ( )( )vTvvTv 33 −+= . ( )3 3ImT v T∈ , מכיוון שT T4    נקבל=

 ( )( ) ( ) ( )3 4 0T v T v T v T v− = − ) ולכן = ) ( )3v T v Ker T− ∈. 

3vנניח ש   .ב Im ( ) Ker ( )T T∈ ∩ .( ) 0 v Ker ( )T v T= ⇐ ∈  ,3v Im ( )T∈ ולכן 

uקיים  V∈ כך ש ( )3T u v= מכיוון ש T T4  נקבל =

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3 4 3 2 20 0 0T v T T u T u T u T u T T u T= = = = ⇒ = = =  

)ומכיוון ש  )3T u v=0קבל שבהכרח  נv }א " ז= }3Im ( ) Ker ( ) 0T T∩  . והסכום ישר=

  



  11שאלה 

Vיהי

 

F 011 שב כך F שדה מעל וקטורי מרחב ) .   2 אינו המאפיין: בקיצור אומרים מתמטיקאים(+≠

),( תהי VVHomT IT המקיימת∋   :נסמן. 2=

})(|{ wwTVwW =∈=

 

}|)({ ו uuTVuU −=∈=.  

 !).אל תוכיח זאת, V  הוא תת מרחב של Wגם , כמובן.   (Vהוא תת מרחב של Uהראה ש   .א
zvTהראה שאם   .ב Wzv אז )(= Uzv ו +∋ ∈−. 

WUVהוכח כי   .ג ⊕=. 
Vvלכל : הוכח או הפרך  .ד ∈

 

vvTמתקיים  vvTאו )(= −=)( 

  

  פתרון

1יהיו   .א 2,u u U∈א " ז( ) ( )1 1 2 2T u u T u u= − ∧ = − .

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2T u u T u T u u u u u+ = + = − − = − 1 ולכן + 2u u U+ ∈ .  

uיהי  U∈ ו Fα ∈ ( ) ( ) ( )T u T u u uα α α α= = ⋅ − = u ולכן − Uα ∈. 

ITנתון ש   .ב =2
  ולכן

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2

2

T v z T v T v T v T v T v v z v

T v z T v T v T v T v z v v z

+ = + = + = + = +

− = − = − = − = − −
.  

)  .ג ) ( )( )12v v z v z−= − + zvT כאשר + v אם .)(= U W∈  אז ∩

( )( ) 0T v v T v v v= ∧ = − ⇒ =. 

דוגמה נגדית . לא בהכרח נכון  .ד
2 2:T →ℝ ℝי " מוגדר ע( ) ( ), ,T x y x x y= − .

( ) ( ) ( )( , ) , ,T T x y T x x y x y= − =.  

  

 

 

  

  

  

  


