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 דוגמאות לחבורות

 דוגמה

1. (ℤ,  חבורה. (0,+

2. (ℤ𝑛, +,  חבורה. ([0]

3. (𝒰𝑛,⋅,  חבורה. ([1]

,𝔽)יהי  .4 +,⋅  שדה. (1,0,

 (𝔽,  חבורה. (1,+

 (𝔽\{0},⋅  חבורה. (0,

1שדה, ויהי  𝔽יהי  .5 ≤ 𝑛. 

GL𝑛(𝔽) .חבורה 

,𝐺יהיו  .6 𝐻 .חבורות 

𝐺 × 𝐻 :חבורה, כאשר 

(𝑔, ℎ) ⋅ (𝑔′, ℎ′) ≔ (𝑔 ⋅ 𝑔′, ℎ ⋅ ℎ′) 

1𝐺×𝐻 = (1𝐺 , 1𝐻) 

 דוגמה

ℤ2 × ℤ2. 

 מתקיים:

ℤ2 × ℤ2 ≇ ℤ4 ≅ 𝒰5 ≅ 𝒰10 

 מתקיים:

ℤ2 × ℤ2 ≅ 𝒰8 ≅ 𝒰12 

1יהי  .7 ≤ 𝑛. 

 :נגדיר

𝒳 ≔ {1, ⋯ , 𝑛} 

 נגדיר:

𝑆𝑛 ≔ {𝜎: 𝒳 → 𝒳|חד חד ערכית ועל 𝜎} 

(𝑆𝑛,∘, 𝐼) .חבורה 
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 יים:מתק

|𝑆𝑛| = 𝑛! 
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 תחבורה נורמלי-תת

 טענה

𝐻חבורה, ותהי  𝐺תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

 התכונות הבאות שקולות:

𝑔לכל  .1 ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 

𝑔לכל  .2 ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 

𝑔לכל  .3 ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 

 הוא קוסט ימני. 𝐻כל קוסט שמאלי של  .4

 הוא קוסט שמאלי. 𝐻כל קוסט ימני של  .5

 הוכחה

  2 ⟸ 1   

𝑔נניח כי לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 

𝑔בפרט, לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 

  3 ⟸ 1   

𝑔נניח כי לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 

𝑔לכן, לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1𝑔 = 𝐻𝑔 
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⇓ 

𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 

  1 ⟸ 3   

𝑔נניח כי לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 

𝑔לכן, לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔−1𝐻𝑔 = 𝑔−1𝑔𝐻 

⇓ 

𝑔−1𝐻𝑔 = 𝐻 

  4 ⟸ 3   

𝑔נניח כי לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 

 .𝐺קוסט שמאלי של  𝐻𝑔יהי 

 :י ההנחה"עפ

𝐻𝑔 = 𝑔𝐻 

 .𝐺קוסט ימני של  𝐻𝑔 לכן,

  5 ⟸ 3   

𝑔נניח כי לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 

 .𝐺של  יט ימנקוס 𝑔𝐻יהי 

 :י ההנחה"עפ

𝑔𝐻 = 𝐻𝑔 
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 .𝐺 ט שמאלי שלקוס 𝑔𝐻 לכן,

  1 ⟸ 2   

𝑔נניח כי לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 

𝑔לכן, לכל   ∈ 𝐺: 

𝑔−1𝐻𝑔 ⊆ 𝐻 

 לכן:

𝑔𝑔−1𝐻𝑔𝑔−1 ⊆ 𝑔𝐻𝑔−1 

 לכן:

𝐻 ⊆ 𝑔𝐻𝑔−1 

𝑔לכן, לכל  ∈ 𝐺: 

𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 

  3 ⟸ 4   

 הוא גם קוסט ימני. 𝐻נניח כי כל קוסט שמאלי של 

𝑔יהי  ∈ 𝐺. 

′𝑔עפ"י ההנחה, קיים  ∈ 𝐺 :כך ש 

𝐻𝑔 = 𝑔′𝐻 

 מתקיים:

𝑔 ∈ 𝑔𝐻 

 מתקיים:

𝑔 ∈ 𝐻𝑔
. . .
. ∈ 𝑔′𝐻

 

 לכן:
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𝑔 ∈ 𝑔𝐻 ∩ 𝑔′𝐻 

 :בפרט

𝑔𝐻 ∩ 𝑔′𝐻 ≠ ∅ 

 עפ"י משפט:

𝑔𝐻 = 𝑔′𝐻
. . .
. = 𝐻𝑔

 

  3 ⟸ 5   

 דומה.באופן 

∎ 

 הגדרה

𝐻חבורה, ותהי  𝐺תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

 , ונסמן:𝐺של  חבורה נורמלית-תת 𝐻 –, נאמר ש הקודם מתקיימים תנאי המשפטכאשר 

𝐻 ⊴ 𝐺 

 הערה

𝐻חבורה, ותהי  𝐺תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

𝐻 ⊴ 𝐺 ⟺ ∀𝑔 ∈ 𝐺: ∀𝑥 ∈ 𝐻: 𝑔𝑥𝑔−1 ∈ 𝐻 

 דרהגה

𝐻חבורה, ותהי  𝐺תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

𝑎עבור  𝐻של  ימניקוסט  ∈ 𝐺 הוא הקבוצה: 

𝑎𝐻 ≔ {𝑎𝑥|𝑥 ∈ 𝐻} 

  :י"ע מןסומ 𝐻 שלמספר הקוסטים הימניים 

[𝐺 ∶ 𝐻]𝑟 

 תרגיל
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𝐻חבורה, ותהי  𝐺תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

 :מתקיים

[𝐺 ∶ 𝐻]𝑟 = [𝐺 ∶ 𝐻] 

 ערהה

𝐻חבורה, ותהי  𝐺תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

𝑔לכל  ∈ 𝐺 ,𝑔𝐻𝑔−1 חבורה.-היא תת 

 תרגיל

 !הוכח

 הערה

 חבורה היא נורמלית.-בחבורה אבלית, כל תת

 הגדרה

𝐻חבורה, ותהי 𝐺 תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

 נגדיר:

𝐺/𝐻 ≔ {𝑎𝐻|𝑎 ∈ 𝐺} 

 הגדרה

,𝐴חבורה, ותהיינה 𝐺 תהי  𝐵 ⊆ 𝐺 .קבוצות 

 נגדיר:

𝐴 ⋅ 𝐵 ≔ {𝑎 ⋅ 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 

 טענה

𝐻חבורה, ותהי 𝐺 תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

 נורמלית. 𝐻אם ורק אם  𝐻של ני היא קוסט ימ 𝐻של מכפלה של קוסטים ימניים 

 הוכחה

  ⟹   

𝐻נניח כי:  ⊴ 𝐺. 
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,𝑎יהיו  𝑏 ∈ 𝐺. 

 לכן:

𝑎𝐻 ⋅ 𝑏𝐻 = 𝑎(𝐻𝑏)𝐻
. . .
. = 𝑎(𝑏𝐻)𝐻
. . .
. = 𝑎𝑏(𝐻 ⋅ 𝐻)
. . .
. = 𝑎𝑏𝐻

 

  ⟸   

,𝑎נניח כי לכל  𝑏 ∈ 𝐺  קיים𝑐 ∈ 𝐺 :כך ש 

𝑎𝐻 ⋅ 𝑏𝐻 = 𝑐𝐻 

𝑏יהי  ∈ 𝐺. 

𝑐קיים  בפרטי ההנחה, "עפ ∈ 𝐺 :כך ש 

𝐻 ⋅ 𝑏𝐻 = 𝑐𝐻 

 מתקיים:

𝑏 ∈ 𝑏𝐻 

 מתקיים:

𝑏 ∈ 𝐻𝑏𝐻
. . .
. ∈ 𝑐𝐻

 

 :לכן

𝑏 ∈ 𝑏𝐻 ∩ 𝑐𝐻 

 :בפרט

𝑏𝐻 ∩ 𝑐𝐻 ≠ ∅ 

 עפ"י משפט:

𝑏𝐻 = 𝑐𝐻  

 מתקיים:
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𝐻𝑏 ⊆ 𝐻𝑏𝐻
. . .
. ⊆ 𝑏𝐻

 

 לכן:

𝑏−1𝐻𝑏 ⊆ 𝐻 

 עפ"י משפט:

𝐻 ⊴ 𝐺 

∎ 

 מסקנה

𝐻חבורה, ותהי 𝐺 תהי  ≤ 𝐺 חבורה.-תת 

𝐻אם  ⊴ 𝐺 אז ,𝐺/𝐻 חבורה.-תת 

∎ 


