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  הדוגמ

(ℝ, 𝐵סיגמה אלגברה של בורל, 𝑃) 

,𝑎)נוצרת על ידי הקטעים  ∞). 

 

:𝑋 מ"מ 𝛺 → ℝ  כך ש- {𝑤|𝑋(𝑤) ≥ 𝑎} ∈ ℱ. 

𝑃(𝑋 -יש משמעות ל  ≥ 𝑎)  לכל(𝑎). 

𝐹𝑋(𝑎)את פונקציית ההצטברות  𝑋הגדרנו עבור משתנה מקרי  = 𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) 

  פונקציית הצטברות

 פונקציית הצטברות )תזכורת(:

 רציפה מימין- 

 - lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 1 

 -lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 

 מונוטונית עולה - 

  פונקציית הצטברות למרחב הסתברות בדיד נראית כמו פונקציית מדרגות.

 

 בפרט, 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐹𝑋(𝑥) − lim
𝑡→𝑥−

𝐹𝑋(𝑡) 

 בסך הכל:

:𝑥∀ ⇔למשתנה מקרי יש פונקציית הצטברות רציפה  𝑃(𝑋 = 𝑥) = 0. 

  מצבים אפשריים

 )נובע מרציף( .()𝐹𝑋כללי ביותר: 

 .רציפה. )נובע מגזיר( ()𝐹𝑋רציף: 

 גזירה. ()𝐹𝑋גזיר: 
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𝑓(𝑥)גזירה אפשר לתאר אותה על ידי  𝐹𝑋כאשר  = 𝐹𝑋′ .𝑓𝑥 היא חיובית ובעלת אינטגרל 

∫ 𝑓𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

−∞

= 1 

 

⇒ 𝐹𝑋(𝑎) = ∫ 𝑓𝑋(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

−∞

 

 התפלגויות חשובות

 ההתפלגות האחידה. .1

𝑋~𝑈[𝑎, 𝑏]  אם 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑡) = {

0,                    𝑡 ≤ 𝑎
𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
,   𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

1,                   𝑏 ≤ 𝑡

 

 = ההתפלגות האחידה הסטנדרטית 𝑋~𝑢[0,1]לדוגמה 

  רציפים תפלגות משותפת של שני משתנים מקרייםה

,𝑋רוצים לתאר את ההתפלגות של שני משתנים מקריים  𝑌.  

  הגדרה

:𝑓צפיפות דו מימדית היא  יתיפונקצ ℝ2 → ℝ 

0 -כך ש  ≤ 𝑓(𝑋, 𝑌) ; 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
∞

−∞

) 𝑑𝑦
∞

−∞

= 1 

כקבוע ואחר כך  𝑦 -מחשבים בהתחלה את מה שבסוגריים ומתייחסים ל בחישוב האינטגרל הכפול

  .𝑑𝑦אותו דבר עם 

 חישוב הסתברויות:

𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑌 ≤ 𝑑) = ∫ ∫ 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐
. 
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  טריוויאלית הדוגמ

𝑋, 𝑌~𝑈[0,1] .בלתי תלויים 

  :𝑋פונקציית הצפיפות של 

𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = {
1,   0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1

אחרת       ,0
 

  ההגדר

𝑃(𝑋משתנים מקריים רציפים הם בלתי תלויים אם  ∈ 𝐴, 𝑌 ∈ 𝐵) = 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴) ⋅ 𝑃(𝑌 ∈ 𝐵). 

  ההער

,𝐴ההגדרות "לכל  𝐵  ב– 𝜎  אגברה" ו"לכל שני קטעים𝐴, 𝐵.שקולות " 

  הדוגמ

,𝑋 -נניח ש  𝑌  משתנים מקריים בעלי צפיפויות𝑓𝑋 , 𝑓𝑌 הפונקציה .𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ⋅

𝑓𝑌(𝑦)  היא פונקציית צפיפות דו מימדית המתאימה למצב שבו𝑋, 𝑌 .בלתי תלויים 

   שזו פונקציית צפיפות: הוכחה

∫ (∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝑥
∞

−∞

) 𝑑𝑦
∞

−∞

𝑦 סקלר= ∫ (𝑓𝑌(𝑦) ⋅ (∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

)
=1

) 𝑑𝑦
∞

−∞

= 1 

 מתארת הם בלתי תלויים 𝑓𝑋,𝑌  -הוכחה שהמשתנים ש 

𝑃(𝑐 ≤ 𝑌 ≤ 𝑑 , 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ (∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

= ∫ 𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

⋅ ∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 

= 𝑃(𝑐 ≤ 𝑌 ≤ 𝑑) ⋅ 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) 

 משתנה מקרי רציף: התוחלת של

𝑋  משתנה מקרי בעל צפיפות𝑓𝑋. 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑓𝑋(𝑥)𝑥𝑑𝑥
∞

−∞

 

  טענה

,𝑋היא פונקציית הצפיפות המשותפת של  𝑓𝑋,𝑌 -נניח ש  𝑌 
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  דוגמה

,𝑋~𝑈[0 זמן ההמתנה לאוטובוס הוא משתנה מקרי .דקות 𝑇אוטובוס יוצא לדרך כל  𝑇]. 

𝑓𝑋(𝑡) = {

1

𝑇
,   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

אחרת       ,0
 

𝐸(𝑋) = ∫
1

𝑇
⋅ 𝑡𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝑇

2
 

  הדוגמ

,𝑋1מחכים לראשון מבין שני אוטובוסים,  𝑋2~𝑈[0, 𝑇] .בלתי תלויים 

𝑌1 זמן ההמתנה לראשון min(𝑋1, 𝑋2) = 

𝑌2 = max(𝑋1, 𝑋2) . השאלה היא מה התוחלת של𝑌1. 

 נחשב את הצפיפות.

 .𝑌1נחשב את פונקציית ההצטברות של 

𝐹𝑌1
(𝑡) = 𝑃(𝑌1 ≤ 𝑡) = 𝑃(min(𝑋1, 𝑋2) ≤ 𝑡) = 1 − 𝑃(min(𝑋1, 𝑋2) ≥ 𝑡) = 

= 1 − 𝑃(𝑋1, 𝑋2 ≥ 𝑡) = 1 − 𝑃(𝑋1 ≥ 𝑡) ⋅ 𝑃(𝑋2 ≥ 𝑡) = 1 − (1 −
𝑡

𝑇
)

2

=
2𝑡

𝑇
−

𝑡2

𝑇2
 

⇒ 𝑓𝑌1
(𝑡)′ =

𝑑

𝑑𝑡
(

2𝑡

𝑇
−

𝑡2

𝑇2
) =

2

𝑇
−

2𝑡

𝑇2
=

2

𝑇
(1 −

𝑡

𝑇
) 

𝐸(𝑌1) = ∫
2

𝑇
(1 −

𝑡

𝑇
) 𝑡𝑑𝑡

𝑇

0

= 𝑇 −
2

3
𝑇 =

1

3
𝑇 

𝐸(𝑌2) =? 

𝑌1 + 𝑌2 = 𝑋1 + 𝑋2 

⇒ 𝐸(𝑌1) + 𝐸(𝑌2) = 𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋2) 

⇒ 𝐸(𝑌2) =
2

3
𝑇 

 

  סטטיסטיי הסדר

,𝑋1 -נניח ש  ⋯ 𝑋𝑛  משתנים מקריים. מגדירים משתנים מקריים𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑛  כך ש- 

{𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑛} = {𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛} 

.𝑚𝑖𝑛 = 𝑌1 ≤ 𝑌2 ≤ ⋯ ≤ 𝑌𝑛 = 𝑚𝑎𝑥 

 :𝐼 ,1709 –עבודת הדוקטורט של ניקולס ברנולי ה 

𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛~𝑈[0,1] 
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𝐸(𝑌𝑛) =? 

 .𝑌𝐾. נחשב את הצפיפות של 𝐹𝑋והצטברות  𝑓𝑋בלתי תלויים עם צפיפות  𝑋𝑖 –נניח ש 

𝑃(𝑌𝐾 ≤ 𝑡) = ∑ 𝑃 (
𝑋𝑖 ≤ 𝑡,   𝑖 ∈ 𝐴
𝑡 ≤ 𝑋𝑖     𝑖 ∉ 𝐴

)

𝐴⊆{1,⋯,𝑛}

𝑘≤|𝐴|

= ∑ 𝐹𝑋(𝑡)|𝐴| ⋅ (1 − 𝐹𝑋(𝑡))
𝑛−|𝐴|

𝐴

= 

= ∑ (
𝑛
𝑙

) 𝐹𝑋(𝑡)𝑙(1 − 𝐹𝑋(𝑡))
𝑛−𝑙

𝑛

𝑙=𝑘

⇒ 𝑓𝑌𝑘
(𝑡) = 𝐹𝑌𝐾

(𝑡)′ = ⋯ 

= 𝑛 (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) 𝐹𝑋(𝑡)𝑘−1 ⋅ 𝑓(𝑡) ⋅ (1 − 𝐹𝑋(𝑡))
𝑛−𝑘

 

 


