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 משוואת לפלס בעיגול

{
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅2

𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2
 

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 

 נעביר את הבעיה לקואורדינטות פולריות.

 בש"ב נוכיח כי:

Δ𝑢 = 𝑢𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

𝑟2
𝑢𝜃𝜃 

 עבור:

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃) , 𝑦 = 𝑟 sin(𝜃) 

 בשפה הקואורדינטות הן:

𝑥 = 𝑅 cos(𝜃) 

𝑦 = 𝑅 sin(𝜃) 

 ולכן:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑢(𝑅 cos(𝜃) , 𝑅 sin(𝜃)) = 𝑓(𝑅 cos(𝜃) , 𝑅 sin(𝜃)) = ℎ(𝜃) 

 ולכן:

{
𝑢𝑟𝑟 +

1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

𝑟2
𝑢𝜃𝜃 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅 , 𝜃 ∈ [0,2𝜋)

𝑢(𝑅, 𝜃) = ℎ(𝜃), 𝑟 = 𝑅, 𝜃 ∈ [0,2𝜋)
 

 :𝑟2 -נכפיל ב 

{
𝑟2𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅 , 𝜃 ∈ [0,2𝜋)

𝑢(𝑅, 𝜃) = ℎ(𝜃), 𝑟 = 𝑅, 𝜃 ∈ [0,2𝜋)
 

 כעת נבצע הפרדת משתנים:

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑅(𝑟)Θ(𝜃) 

 נציב במד"ח:

𝑟2𝑅′′(𝑟)Θ(𝜃) + 𝑟𝑅′(𝑟)Θ(𝜃) + 𝑅(𝑟)Θ′′(𝜃) = 0 

Θ(𝜃)[𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟)] = −𝑅(𝑟)Θ′′(𝜃) 

Θ′′(𝜃)

Θ(𝜃)
= −

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟)

𝑅(𝑟)
= −𝜆  

 



 08/01/2017 12תרגול  משוואות דיפרנציאליות חלקיות

Θ -מאחר ו  ∈ 𝐶2 :נקבל שהיא צריכה לקיים את 

Θ(0) = Θ(2𝜋) , Θ̇(0) = Θ̇(2𝜋) 

 :Θלכן, נפתור תחילה עבור 

{
 

 
Θ′′

Θ
= −𝜆

Θ(0) = Θ(2𝜋)

Θ̇(0) = Θ̇(2𝜋)

⇒ {

Θ′′ + 𝜆Θ = 0
Θ(0) = Θ(2𝜋)

Θ̇(0) = Θ̇(2𝜋)
 

 .תנאי שפה מחזורייםנשים לב כי אין לנו תנאי שפה מפורשים, ואלו נקראים 

𝜆עבור  ≤  נקבל פתרון טריוויאלי )ניתן לבדוק(. 0

𝜆 > 0: 

𝑘2 + 𝜆 = 0 

𝑘2 = −𝜆 

𝑘 = ±𝑖√𝜆 

 לכן:

Θ(𝜃) = 𝑐1 cos(√𝜆𝜃) + 𝑐2 sin(√𝜆𝜃) 

 נציב תנאי שפה:

Θ(0) = 𝑐1 

Θ(2𝜋) = 𝑐1 cos(√𝜆2𝜋) + 𝑐2 sin(√𝜆2𝜋) 

⇓ 

𝑐1 = 𝑐1 cos(√𝜆2𝜋) + 𝑐2 sin(√𝜆2𝜋) 

𝑐1(1 − cos(√𝜆2𝜋)) − 𝑐2 sin(√𝜆2𝜋) = 0  

 נגזור:

Θ̇(𝜃) = −𝑐1√𝜆 sin(√𝜆𝜃) + 𝑐2√𝜆 sin(√𝜆𝜃) 

 נציב:

Θ̇(0) = 𝑐2√𝜆 

Θ̇(2𝜋) = −𝑐1√𝜆 sin(√𝜆2𝜋) + 𝑐2√𝜆 sin(√𝜆2𝜋) 

⇓ 

𝑐2√𝜆 = −𝑐1√𝜆 sin(√𝜆2𝜋) + 𝑐2√𝜆 sin(√𝜆2𝜋) 
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𝑐1 sin(√𝜆2𝜋) + 𝑐2(1 − sin(√𝜆2𝜋)) = 0  

 כעת נסתכל על שתי המשוואות שלנו:

{
𝑐1(1 − cos(√𝜆2𝜋)) − 𝑐2 sin(√𝜆2𝜋) = 0

𝑐1 sin(√𝜆2𝜋) + 𝑐2(1 − sin(√𝜆2𝜋)) = 0
 

קיבלנו מערכת לינארית הומוגנית ולכן יש פתרון יחיד )פתרון האפס( או שיש אינסוף 

𝑐1 -ש פתרונות. פתרון האפס נותן לנו  = 𝑐2 = לכן נדרוש שיש  וזה המקרה הטריוויאלי. 0

 .0 –אינסוף פתרונות, כלומר שהדטרמיננטה שווה ל 

|
1 − cos(√𝜆2𝜋) − sin(√𝜆2𝜋)

sin(√𝜆2𝜋) 1 − cos(√𝜆2𝜋)
| = 0 

(1 − cos(√𝜆2𝜋))
2
+ sin2(√𝜆2𝜋) = 0 

1 − 2 cos(√𝜆2𝜋) + cos2(√𝜆2𝜋) + sin2(√𝜆2𝜋) = 0 

2 − 2 cos(√𝜆2𝜋) = 0 

cos(√𝜆2𝜋) = 1 

√𝜆2𝜋 = 2𝑛𝜋 

𝜆𝑛 = 𝑛
2  

 אלו הע"ע. הפ"ע הם:

Θ𝑛(𝜃) = 𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)  

 :𝑅נחזור למשוואה עבור 

−
𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟)

𝑅(𝑟)
= −𝑛2 

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) − 𝑛2𝑅(𝑟) = 0 

 אוילר ולכן ננחש פתרון:קיבלנו את משוואת 

𝑅(𝑟) = 𝑟𝛼 

 ונציב:

𝑟2𝛼(𝛼 − 1)𝑟𝛼−2 + 𝑟𝛼𝑟𝛼−1 − 𝑛2𝑟𝛼 = 0 

𝛼(𝛼 − 1) + 𝛼 − 𝑛2 = 0 

𝛼2 − 𝑛2 = 0 

𝛼2 = 𝑛2 
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𝛼 = ±𝑛 

 נחלק למקרים:

𝑛עבור  ≠ 0: 

𝑅𝑛(𝑟) = 𝑟
𝑛, 𝑅𝑛(𝑟) = 𝑟

−𝑛 

𝑛עבור  = 0: 

𝛼2 = 0 

𝛼 = 0 

𝛼 -קיבלנו ש  =  כעת: .2מריבוי  0

𝑅0(𝑟) = 𝑟
0 = 1 

𝑟2𝑅′′(𝑟) + 𝑟𝑅′(𝑟) = 0 

𝑅′′(𝑟)

𝑅′(𝑟)
= −

1

𝑟
 

 נסמן:

𝑅′(𝑟) = 𝑣(𝑟) 

 ולכן:

𝑣′(𝑟)

𝑣(𝑟)
= −

1

𝑟
 

ln(𝑣(𝑟)) = − ln(𝑟) + 𝑐 

𝑣(𝑟) =
𝑐

𝑟
 

 ואז:

𝑅′(𝑟) =
𝑐

𝑟
 

𝑅0(𝑟) = 𝑐 ln(𝑟)  

 נסכם את כל התוצאות:

𝑅0(𝑟) = 1 , 𝑅0(𝑟) = ln(𝑟) 

𝑅𝑛(𝑟) = 𝑟
𝑛 , 𝑅𝑛(𝑟) = 𝑟

−𝑛 

𝑅(𝑟)כעת נזכור כי  ∈ 𝐶2  אבל מתקיים ש:בתוך העיגול שלנו 

lim
𝑟→0

ln(𝑟) = −∞ 

lim
𝑟→0

𝑟−𝑛 = ∞ 
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 תוצאות אלו לא יתקבלו ואז נקבל: 2ולכן 

𝑅0(𝑟) = 1 , 𝑅𝑛(𝑟) = 𝑟
𝑛 

Θ𝑛(𝜃) = 𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃) 

 ואז נקבל את הטור שלנו:

𝑢𝑛(𝑟, 𝜃) = 𝑢0(𝑟, 𝜃) +∑𝑢𝑛(𝑟, 𝜃)

∞

𝑛=1

 

 כאשר:

𝑢0(𝑟, 𝜃) = 𝑅0(𝑟)Θ0(𝜃) = 1 ⋅ 𝑎0 = 𝑎0 =
𝐴0
2

 

𝑢𝑛(𝑟, 𝜃) = 𝑅𝑛(𝑟)Θ𝑛(𝜃) = 𝑟
𝑛[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)] 

 ואז:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝐴0
2
+∑𝑟𝑛[𝐴𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1

 

 נסתכל על המשלים לעיגול שלנו:

 

 

 

 

 

lim
𝑟→∞

ln(𝑟) = ∞ 

lim
𝑟→∞

𝑟𝑛 = ∞ 

 ולכן פונקציות אלו לא מתקבלות בטור הסופי ונקבל:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝐴0
2
+∑𝑟−𝑛[𝐴𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1

 

 בטבעת במישור:

 או אינסוף( ולכן: 0נקבל במקרה זה שכל הפונקציות מתקבלות )אין בעיה של 

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝐴0 + 𝐵0 ln(𝑟)

+∑𝑟𝑛[𝐴𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛 sin(𝑛𝜃)] + 𝑟
−𝑛[𝐶𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝐷𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1
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 הערה:

 קיבלנו בסופו של דבר שעבור המשוואה:

{
𝑟2𝑢𝑟𝑟 + 𝑟𝑢𝑟 + 𝑢𝜃𝜃 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅 , 𝜃 ∈ [0,2𝜋)

𝑢(𝑅, 𝜃) = ℎ(𝜃), 𝑟 = 𝑅, 𝜃 ∈ [0,2𝜋)
 

 נקבל את הטור:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝐴0
2
+∑𝑟𝑛[𝐴𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1

 

 :𝐵𝑛ואת  𝐴𝑛למצוא את  לבאמצעות תנאי השפה הנתון נוכ

𝐴𝑛 =
1

𝜋𝑅𝑛
∫ ℎ(𝜃) cos(𝑛𝜃) 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

𝐴0 =
1

𝜋
∫ ℎ(𝜃) 𝑑𝜃
2𝜋

0

 

𝐵𝑛 =
1

𝜋𝑅𝑛
∫ ℎ(𝜃) sin(𝑛𝜃)  𝑑𝜃
2𝜋

0

 

 

 תרגיל:

 פתרו את משוואת לפלס:

{
Δ𝑢 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 1

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦2 = 1
 

 פתרון:

 פולריות:נחליף לקואורדינטות 

𝑥 = cos 𝜃 

𝑦 = sin 𝜃 

 קיבלנו:

𝑢(1, 𝜃) = (sin 𝜃)2 =
1

2
−
1

2
cos(2𝜃) 

 הפתרון שלנו ידוע והוא שווה ל:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝑎0
2
+∑𝑟𝑛[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1
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 נחשב את המקדמים:

1

2
−
1

2
cos(2𝜃) = 𝑢(1, 𝜃) =

𝑎0
2
+∑𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)

∞

𝑛=1

 

 ולכן מהשוואת המקדמים נקבל:

𝑎0 = 1 

𝑎2 = −
1

2
, 𝑏2 = 0 

∀𝑛 ≠ 0,2 ∶ 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 

 ולכן:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
1

2
−
1

2
𝑟2 cos(2𝜃)  

,𝑥נחזור לקואורדינטות של  𝑦: 

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃) ⇒ cos(𝜃) =
𝑥

𝑟
 

𝑦 = 𝑟 sin(𝜃) ⇒ sin(𝜃) =
𝑦

𝑟
 

 ואז:

cos(2𝜃) = cos2(𝜃) − sin2(𝜃) =
𝑥2 − 𝑦2

𝑟2
 

 נציב ונקבל:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
−
1

2
𝑟2 [

𝑥2 − 𝑦2

𝑟2
] 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
−
1

2
(𝑥2 − 𝑦2)  

 פונקציה הרמונית בעיגול.

 השפה מתקיים:על  בדיקה:

𝑥2 + 𝑦2 = 1 ⇒ 𝑥2 = 1 − 𝑦2 

 ולכן על השפה מתקיים:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
−
1

2
(1 − 𝑦2 − 𝑦2) =

1

2
−
1

2
+ 𝑦2 = 𝑦2 

 ואכן מתקיים וסיימנו.

∎ 
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 הערה:

 נוסחת פואסון:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
1

2𝜋
∫ 𝑢(𝑅𝑒𝑖𝜑)⏟    

פונקציה על השפה

⋅
𝑅2 − 𝑟2

𝑅2 − 2𝑅𝑟 cos(𝜃 − 𝜑) + 𝑟2⏟                
גרעין פואסון

 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 מנוסחה זו מקבלים ש:

𝑢(0,0) =
1

2𝜋
∫ 𝑢(𝑅𝑒𝑖𝜑)⏟    

פונקציה על השפה

 𝑑𝜑
2𝜋

0

 

 

 תרגיל:

,𝑢(𝑥מצא פונקציה הרמונית  𝑦)  בתוך העיגול𝑥2 + 𝑦2 <  .𝑥3אם על השפה נקבל  1

 פתרון:

 בעצם נרצה לפתור את משוואת לפלס:

{
Δ𝑢 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 1

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥3, 𝑥2 + 𝑦2 = 1
 

 נעבור לקואורדינטות פולריות בשפה:

𝑥 = cos 𝜃  , 𝑦 = sin 𝜃 

 נקבל:

𝑢(1, 𝜃) = cos3(𝜃) 

 נוסחה טריגונומטרית:

cos(3𝜃) = 4 cos3(𝜃) − 3 cos(𝜃) 

1

4
cos(3𝜃) +

3

4
cos(𝜃) = cos3(𝜃) 

 ולכן:

{
Δ𝑢 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 1, 𝜃 ∈ [0,2𝜋)

𝑢(𝑥, 𝑦) =
3

4
cos(𝜃) +

1

4
cos(3𝜃)

 

 לכן:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝑎0
2
+∑𝑟𝑛[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1
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 נחשב את המקדמים:

3

4
cos(𝜃) +

1

4
cos(3𝜃) = 𝑢(1, 𝜃) =

𝑎0
2
+∑𝑟𝑛[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1

 

 נקבל ש:

𝑎0 = 0 

𝑎1 =
3

4
, 𝑏1 = 0 

𝑎3 =
1

4
, 𝑏3 = 0 

∀𝑛 ≠ 0,1,3 ∶ 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 

 ולכן:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
3

4
𝑟 cos(𝜃) +

1

4
𝑟3 cos(3𝜃) 

 נחזור למשתנים המקוריים שלנו:

cos(𝜃) =
𝑥

𝑟
 

sin(𝜃) =
𝑦

𝑟
 

 ואז:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
3

4
𝑟 ⋅
𝑥

𝑟
+
1

4
𝑟3 [4

𝑥3

𝑟3
− 3

𝑥

𝑟
] =

3

4
𝑥 + 𝑥3 −

3

4
𝑟2𝑥 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
3

4
𝑥 + 𝑥3 −

3

4
𝑥(𝑥2 + 𝑦2)  

∎ 

 

 תרגיל:

𝑥2מצא פונקציה הרמונית בעיגול  + 𝑦2 ≤ 𝑅2  אם על השפה𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑅 + 𝑥  ומצא את

𝑢(0,0). 

 פתרון:

 נרצה לחשב את:

{
Δ𝑢 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅2

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑅 + 𝑥, 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2
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 נעבור לקואורדינטות פולריות:

{
Δ𝑢 = 0, 0 ≤ 𝑟 < 𝑅, 𝜃 ∈ [0,2𝜋)

𝑢(𝑅, 𝜃) = 𝑅 + 𝑅 cos(𝜃) 
 

 בשפה הרי מתקיים:

𝑥 = 𝑅 cos(𝜃) 

𝑦 = 𝑅 sin(𝜃) 

 לכן:

𝑢(𝑟, 𝜃) =
𝑎0
2
+∑𝑟𝑛[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1

 

 על השפה:

𝑅 + 𝑅 cos(𝜃) = 𝑢(𝑅, 𝜃) =
𝑎0
2
+∑𝑅𝑛[𝑎𝑛 cos(𝑛𝜃) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=1

 

 לכן מהשוואת מקדמים:

𝑎0 = 2𝑅 

𝑎1 = 1, 𝑏1 = 0 

∀𝑛 ≠ 1,0 ∶  𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 

 לכן:

𝑢(𝑟, 𝜃) = 𝑅 + 𝑟 cos(𝜃) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑅 + 𝑥  

 :𝑢(0,0)א את ומצלונשאר 

𝑢(0,0) = 𝑅 

∎ 

 

בעיית של יחידות האם הפונקציה על השפה היא כבר הרמונית, אז מ מסקנה מהתרגיל:

המבוקשת היא בדיוק  𝑢 –עם תנאי שפה דריכלה נקבל ש  דריכלה לאופרטור לפלס

 הפונקציה על השפה.

 

 תרגיל:

 𝑢𝑦 -ו  𝑢𝑥הרמונית ובעלת נגזרות חלקיות רציפות מכל סדר, אז גם  𝑢הוכיחו שאם 

 הרמוניות.
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 פתרון:

  –ידוע ש 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

 צ"ל:

(𝑢𝑥)𝑥𝑥 + (𝑢𝑥)𝑦𝑦 = 0 

 ונוכל להחליף סדר גזירה )נתון(: לכן נגזור

(𝑢𝑥𝑥)𝑥 + (𝑢𝑦𝑦)𝑥 = (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑥 = 0 

 :𝑦בדומה עבור 

 צ"ל:

(𝑢𝑦)𝑥𝑥 + (𝑢𝑦)𝑦𝑦 = 0 

 ואז:

(𝑢𝑥𝑥)𝑦 + (𝑢𝑦𝑦)𝑥 = (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦)𝑦 = 0 

 וסיימנו.

∎ 

 

 תרגיל:

 משוואת לפלס:פתרו את 

{
Δ𝑢 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑥 + 𝑦

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦2, 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥 + 𝑦
 

 פתרון:

𝑥2 -נשים לב ש  + 𝑦2 < 𝑥 + 𝑦 :הוא עיגול, לכן נסדר את המשוואה טיפה 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥 − 𝑦 < 0 

𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 − 𝑦 < 0 

(𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 −
1

2
)
2

<
1

2
 

) -מרכז המעגל הוא ב 
1

2
,
1

2
𝑅והרדיוס הוא  ( =

1

√2
. 

 הקואורדינטות בשפה הם:

𝑥 −
1

2
=
1

√2
cos 𝜃 
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𝑦 −
1

2
=
1

√2
sin 𝜃 

 ולכן:

𝑥 =
1

2
+
1

√2
cos 𝜃 

𝑦 =
1

2
+
1

√2
sin 𝜃 

 כעת נכתוב את המשוואה מחדש:

𝑢 (
1

√2
, 𝜃) = (

1

2
+
1

√2
sin 𝜃)

2

=
1

4
+
1

√2
sin 𝜃 +

1

2
sin2 𝜃

=
1

4
+
1

√2
sin 𝜃 +

1

2
[
1

2
−
1

2
cos(2𝜃)] =

1

2
+
1

√2
sin(𝜃) −

1

4
cos(2𝜃) 

 וההמשך בתרגול הבא...

∎ 

 


