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 6תרגול  – 1אינפי' 

 תתי סדרות

 תרגיל

2מתקיים  kסדרה כך שלכל  naתהי  2 2 2 1 2 1k k k ka a a a     הוכיחו כי .na 

מתכנסת אמ"מ  1lim 0n n
n

a a


 . 

 פתרון

 נניח :na L .1na   1תת סדרה שלה ולכןna L  מאריתמטיקה של גבולות .

 נקבל הדרוש.

 :2: נראה ש 2 1,k ka T a S  ונוכיח ש-S T ת ולכן הסדרה המקורי

2מתכנסת לפי טענה מתרגול שעבר. נתחיל עם  1ka  זאת סדרה מונוטונית יורדת .

1הסדרה על פי הנתון. נראה שהיא חסומה מלרע.  0n n nb a a    ולכן גם תת

2הסדרה שלה  2 1 2k k kb a a   תתכנס לאפס. בפרט, עבור
1

2
   0קייםk   כך

0kשלכל  k  מתקיים
2 1 2

1 1

2 2
k ka a    לכן .

2 2 2 1 2

1 1 1

2 2 2
k k ka a a a      

. לכן 0k-החל מ
02 1 2 1 3 2 1

1
min , , ,...,

2
k ka a a a a 

 
  

 
מה שאומר שהיא חסומה  

עולה, חסומה  2ka -. באופן דומה ניתן להראות שS-מלרע ולכן מתכנסת ל

2-כעת, מכיוון ש .T-מלעיל ולכן מתכנסת ל 2 1 2 0k k kb a a    מחד, ומאידך

2 2 1 2k k kb a a S T    נקבל )מיחידות הגבול( ש- S T .מש"ל 

 תרגילים על גבול עליון ותחתון

 תרגיל

יהיו    ,n na b שתי סדרות כך ש- n   מתקייםn na b:הוכיחו/הפריכו . 

lim .א limn na b 

lim .ב limn na b 

lim .ג limn na b 

 פתרון

limהוכחה:  .א na  הוא גבול חלקי )הגדול ביותר( של na  ולכן קיימת תת

limסדרה המתכנסת אליו:  lim
kn na a. כעת, עבור אותה קבוצת
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limאינדקסים, 
knb  הוא גבול חלקי של 

knb  ולכן קיימת תת סדרה

limהמתכנסת אליו:  lim
k kj

n nb bמכיוון ש .- k j
na  היא תת סדרה של

 
kna  מתקייםlim lim

k kj
n na a (הסדרה  מהתכנסות 

kna.)  ,בנוסף

k kj j
n na b  ולכןlim lim

k kj j
n na b ,לסיכום .

lim lim lim lim
k kj j

n n n na a b b  .  

הפרכה: ניקח  .ב 1
n

n na b   אזי .lim 1, lim 1n na b  . 

אתם תוכיחו בשיעורי הבית שמתקיים:  .ג lim limn na a   :כעת .

       lim lim lim lim lim limn n n n n na b a b a b          .  אבל

n na b  ולכןn na b   .)ואז אי השוויון מתקיים לפי סעיף )א  

 מש"ל

 תרגיל

תהי  na  סדרה של מספרים חיוביים ונניח שמתקיים
1

lim lim 1n

n

a
a

  הוכיחו .

 -ש na .מתכנסת 

 פתרון

תחילה נשים לב כי 
1

lim , limn

n

a
a

 ,כמו כן .lim 0na  . 

 טענת עזר

תהי  na :סדרת חיוביים, אזי 

lim .א 0na   אמ"מ
1

lim
na
  

lim .ב na   אמ"מ
1

lim 0
na
 

limאם  .ג 0,na    אז
1 1

lim
limn na a

  

 הוכחת הטענה
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limאם  .א 0na   0אזי קיימת תת סדרה של חיוביים
kna   ולכן

1

kna
 ;

אבל 
1

kna
היא תת סדרה של  

1

na
ולכן  

1
lim

na
   ההוכחה בכיוון השני(

 היא אנלוגית(.

 באופן דומה לסעיף )א(. .ב

שימו לב שמשני הסעיפים הקודמים, נובע כי  .ג
1

lim
na

 . נוכיח תחילה

את אי השוויון 
1 1

lim
limn na a

 מהגדרת .lim  קיימת תת סדרה
kna כך ש-

lim
kn na a   לכן .

1 1

lim
kn na a
  ולכן

1

lim na
הוא גבול חלקי של  

הסדרה 
1

na

 
 
 

ובפרט  
1 1

lim
limn na a

 בכיוון השני נוכיח .
1 1

lim
limn na a

 .

קיימת תת סדרה  limמהגדרת 

1

1

tn
t

a





  
 
  

 -כך ש 
1 1

lim

tn na a
    ולכן

1

1
lim

tn

n

a

a

מכיוון ש .-
1

1
lim

na

הוא גבול חלקי של   na  נקבל

1
lim

1
lim

n

n

a

a

  ולכן
1 1

lim
limn na a

. 

 מש"ל טענת עזר

( של גכעת נוכיח את הטענה בתרגיל. לפי ה"נשים לב" אנחנו נמצאים במצב )

טענת העזר: 
1 1 1

lim lim
1 lim

lim
n

n n

n

a
a a

a

   :מהנתון .
1

lim
1

lim
n

n

a

a

  ולכן

lim limn na a .לפי משפט הסדרה מתכנסת )סדרה מתכנסת ל-L  אמ"מ כל

limאמ"מ  L-תתי הסדרות שלה מתכנסות ל lim L .) 

 מש"ל

 סדרות קושי

 הגדרה

תהי  
1n n

a



0סדרה. אם לכל     0קייםn   0כך שלכל,m n n  מתקיים

m na a    אזי na ."נקראת "סדרת קושי 
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 משפט

תהי  na  אזי . na מתכנסת ל-L  אמ"מ na .סדרת קושי 

 תרגיל

תהי  na  :סדרה המקיימת
1

1

2
n n n

a a    1לכל n  הוכיחו שהסדרה .

 מתכנסת.

 פתרון

mנראה שזאת סדרת קושי. בה"כ נניח כי  n :אזי מתקיים .

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1
... ... ...

2 2

1
1

1 1 1 1 1 12... 1 0
12 2 2 2 2 2

1
2

m n m m m n n m m n n m n

m n

n m n n n m n

a a a a a a a a a a a     



   

               

 
  

         
   

 

  

0קל לראות שלכל    0ניתן לבחורn   0כך שלכל,m n n  יתקיים

1

2
m n n

a a    .לכן זו סדרת קושי ולכן היא מתכנסת . 

 מש"ל

 הגדרה שקולה לסדרת קושי

0לכל    0קייםn   0כך שלכלn n  ולכלk  מתקייםn n ka a   . 

 (ותשקול שההגדרות)לכך  הוכחה

 mובתפקיד  0nאת אותו  0nהגדרה מקורית גוררת את השקולה: נבחר בתפקיד 

nאת  k. 

0הכיוון השני: ההגדרה המקורית שקולה ל: לכל    0קייםn   כך שלכל

0m n n   מתקייםn ma a    .)?0מתקיים לכל )מדוע   0קייםn   כך

0nשלכל  n  ולכלk  מתקייםn n ka a   0. יהיm n n נרצה להוכיח ש .-

n ma a   .m n   וניתן לבחורk m n  .ולקבל הדרוש  

 מש"ל

 תרגיל

הוכיחו שהסדרה 
1 1 1

1 ...
3 5 2 1

na
n

    


 .אינה מתכנסת במובן הצר 
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 פתרון

0שלילת ההגדרה: קיים  נראה שהיא אינה סדרת קושי.   כך שלכלn 

0קיימים  ,n n k  כך ש- n n ka a  

1 1 1 1
...

2 1 2 3 2 2 1 2 2 1 4 1 4 4
n n k

choose k n

k n n
a a

n n n k n k n n




       
      


 

בחרנו 
1

4
  ואז לכל ,n  ,0ניקח, למשלn k n  . 

 מש"ל

 )מהרצאה( תרגיל

מתקיים  kמתכנסת אמ"מ לכל  naהוכיחו או הפריכו:  lim 0n k n
n

a a


  . 

 פתרון
הפרכה: ניעזר בסדרה מהתרגיל הקודם. נראה שהיא מקיימת את התנאי אך לא 

. מתקיים kיהי מתכנסת. 
1 1 1

... 0
2 1 2 3 2 2 1

n k na a
n n n k

      
   

 k)כי  

  קבוע, ויש לנו מספר סופי של סדרות שכל אחת מהן מתכנסת לאפס(.
 מש"ל

 

 


