
 הרצאה 5
 מטריצות אלמנטאריות

על מטריצה נקראת פעולת שורה אלמנטארית אם היא מבצעת על המטריצה את אחת הפעולות  ρפעולה 
  הבאות:
• i i jR R Rα← +. 

• i iR Rα←  0כאשרα ≠. 

• i jR R↔. 

  דוגמא
1 2 3

1 2 1

0 2 3

A

 
 = − 
 − 

 ,ρ  2היא הפעולה 2 33R R R← )אז  + )
1 2 3

1 8 8

0 2 3

Aρ
 
 = − − 
 − 

.  

)המטריצה  )Iρ .נקראת מטריצת שורה אלמנטארית, או פשוט מטריצה אלמנטארית  

  דוגמא
  

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 =  
 
 

 ,ρ  2היא הפעולה 2 33R R R← )אז  + )
1 0 0

0 1 3

0 0 1

Iρ
 
 =  
 
 

.  

  נשים לב ש

( ) ( )
1 0 0 1 2 3 1 2 3

0 1 3 1 2 1 1 8 8

0 0 1 0 2 3 0 2 3

I A Aρ ρ
    
    = − = − − =    
    − −    

.  

עולות על מטריצה נקראת פעולת עמודה אלמנטארית אם היא מבצעת על המטריצה את אחת הפ ρפעולה 
  הבאות:
• i i jC C Cα← +. 

• i iC Cα←  0כאשרα ≠. 

• i jC C↔. 

)במקרה זה המטריצה  )Iρ .נקראת מטריצת עמודה אלמנטארית  

  דוגמא
1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 =  
 
 

 ,ρ  3היא הפעולה 3 23C C C← )אז  + )
1 0 0

0 1 3

0 0 1

Iρ
 
 =  
 
 

. 

  קיבלנו שמטריצת העמודה האלמנטארית היא מטריצת השורה האלמנטארית מהדוגמא הקודמת.
1 2 3

1 2 1

0 2 3

A

 
 = − 
 − 

 ,ρ  3היא הפעולה 3 23C C C← )אז  + )
1 2 9

1 2 7

0 2 3

Aρ
 
 = − 
 
 

.  

( ) ( )
1 2 3 1 0 0 1 2 9

1 2 1 0 1 3 1 2 7

0 2 3 0 0 1 0 2 3

A I Aρ ρ
    
    = − = − =    
    −    

.  



  משפט
  כל מטריצת עמודה אלמנטארית היא גם מטריצת שורה אלמנטארית.

  הוכחה
)נניח ש  )Iρ .היא מטריצת עמודה אלמנטארית  

iהיא  ρ:  הפעולה 1אפשרות  i jC C Cα← + .( )A Iρ=  1היא המטריצה שמקיימת,ii jia a α= = 

  .שאר איברי המטריצה הם אפסיםו
)המטריצה  )A Iρ=  מתקבלת ע"י פעולת שורה אלמנטאריתj j iR R Rα← +.  

iהיא  ρ: הפעולה 2אפשרות  iC Cα←  0כאשרα ≠ .( )A Iρ= 1 שמקיימת היא המטריצהkka = 

kכאשר  i≠  iia α=  ושאר איברי המטריצה הם אפסים. המטריצה( )A Iρ=  מתקבלת ע"י פעולת שורה

iאלמנטארית  iR Rα←  0כאשרα ≠.  

iהיא  ρ: הפעולה 3אפשרות  jC C↔ .( )A Iρ=  1היא המטריצה שמקיימתkka k,כאשר  = i j≠ ,

1ij jia a= )ושאר איברי המטריצה הם אפסים. המטריצה  = )A Iρ=  מתקבלת ע"י פעולת שורה

iאלמנטארית   jR R↔.  

  הערה
1ρיש פעולה הפוכה  ρלכל פעולת שורה אלמנטארית  )ומתקיים  − )( ) ( )( )1 1I I Iρ ρ ρ ρ− −= =.  

iהיא הפעולה  ρאם  i jR R Rα← 1ρאז  + iהיא הפעולה  − i jR R Rα← −.  

iהיא הפעולה  ρאם  jR R↔  1אזρ iהיא הפעולה  − jR R↔.  

iהיא הפעולה  ρאם  iR Rα←  0כאשרα 1ρאז  ≠ היא הפעולה  −
1

i iR R
α

←.  

  דוגמא
1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 =  
 
 

 ,ρ  2היא הפעולה 2 33R R R← )אז  + )
1 0 0

0 1 3

0 0 1

Iρ
 
 =  
 
 

.  

1ρהפעולה  2היא הפעולה  − 2 33R R R← )ואז  − )1

1 0 0

0 1 3

0 0 1

Iρ −

 
 = − 
 
 

, אכן מתקיים 

( )( ) ( )( )1 1I I Iρ ρ ρ ρ− −= =.  

  הגדרה
ABכך ש  Bהיא הפיכה אם יש מטריצה  Aמטריצה  BA I= היא מטריצה  B. במקרה כזה, אומרים ש =

1Bוכותבים  Aהופכית ל  A−=.  
  דוגמא

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 3 0 1 3 0 1 0 , 0 1 3 0 1 3 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

         
         − = − =         
         
         

.  

  הערה
ABמכיוון ש  BA I= AB,נקבל שהכפל  = BA  מוגדר ולכן המטריצות,A B .חייבות להיות ריבועיות  

1Bהפיכה ו  Aאם  A−=  נקבל שAB BA I= )ולכן  = ) 11 1A B A
−− −= =.  



  משפט
  .Aשהיא הופכית ל  Bמטריצה הפיכה אז יש רק מטריצה אחת  Aאם 

  הוכחה
B,נניח ש  C  מטריצות הופכיות לA  ונוכיח שB C=.  

( ) ( )B BI B AC BA C IC C= = = = =.  

  טענה

( ) ( )1
1

. . . .
m

m i i
i

x x A x R A
=

=∑.  

  דוגמא לטענה
1 2

0 3

2 1

3 0

A

− 
 − =
 
 
 

.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 3 1 1 1 2 2 0 3 3 2 1 1 3 0 4 7
m

i i
i

A x R A
=

− − = = ⋅ − + − − + + − =∑
  הוכחת הטענה

)נסמן  )1 . . . . mC x x A=.  

  מצד אחד נקבל מהגדרת הכפל.

1
1

m

j k kj
k

c x a
=

=∑ .  

  מצד שני מכפל מטריצה בסקלר ומחיבור מטריצות נקבל.

( ) ( )1 1
1 1 1 1

. . . . . .
m m m m

k k k k kn k k k kn
k k k k

C x R A x a a x a x a
= = = =

 
= = =  

 
∑ ∑ ∑ ואז  ∑

1
1

m

j k kj
k

c x a
=

=∑.  

  הערה
  .1שהוא שווה ל  iשורה שכל איבריו אפסים חוץ מהאיבר המקום ה וקטור  ieנסמן 

)מהטענה הקודמת נקבל ש  )i ie A R A=.  

  משפט
  פעולת שורה אלמנטארית. הוכח: ρתהא 

mלכל מטריצה  .א nA ×∈F ,( ) ( )A I Aρ ρ=.  

A,אם  .ב B  מטריצות כך שהכפלAB  מוגדר, מתקיים( ) ( )AB A Bρ ρ=. 

)המטריצה  .ג )Iρ  הפיכה, ומתקיים( ) ( )1 1I Iρ ρ− −=. 

  דוגמאות למשפט
  א.



1 2

3 4

1 0

2 3

A

 
 
 =
 −
 
− − 

ρ 3ה אלמנטארית לת שורפעו  3 12R R R← )ואז  − )

1 2

3 4

3 4

2 3

Aρ

 
 
 =
 − −
 
− − 

.  

( )

1 0 0 0

0 1 0 0

2 0 1 0

0 0 0 1

Iρ

 
 
 =
 −
 
 

      ( )

1 0 0 0 1 2 1 2

0 1 0 0 3 4 3 4

2 0 1 0 1 0 3 4

0 0 0 1 2 3 2 3

Aρ

    
    
    = =
    − − − −
    

− − − −    

.  

  ב.
1 2

3 4

1 0

2 3

A

 
 
 =
 −
 
− − 

ρ 3פעולת שואה אלמנטארית   3 12R R R← )ואז  − )

1 2

3 4

3 4

2 3

Aρ

 
 
 =
 − −
 
− − 

.  

1 2

1 3
B

 
=  − 

     

1 2 1 8

3 4 1 2 1 18

1 0 1 3 1 2

2 3 1 13

AB

−   
   −    = =    − − − − 
   
− − −   

)ואז   )

1 8

1 18

1 18

1 13

ABρ

− 
 − =
 −
 

− 

.  

( )

1 2 1 8

3 4 1 2 1 18

3 4 1 3 1 18

2 3 1 13

A Bρ

−   
   −    = =    − − − − 
   
− − −   

.  

  ג.
2היא הפעולה  ρכאשר  2 33R R R← 1ρלה ההפוכה והפעו + 2היא  − 2 33R R R← −.  

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 3 0 1 3 0 1 0 , 0 1 3 0 1 3 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

         
         − = − =         
         
         

.  

  הוכחת המשפט
  א.

iהיא הפעולה  ρאם  i jR R Rα← )אז  + )C Iρ=  1היא המטריצה המקיימתkkc = ,ijc α=  ושאר

  איברי המטריצה הם אפס.
mתהי מטריצה  nA ×∈F נסמן ,( ) m mC Iρ ×= ∈F.  

( )

( )

1

.

.

.

m

R C A

CA

R C A

 
 
 
 =
 
 
 
 

.  

kאם  i≠ נקבל ש ( )k ke R C=  ואז( ) ( )k k kR C A e A R A= =.  



( )i i jR C e eα= ואז  +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i j i j i j i jR C A e e A e A e A e A e A R A R Aα α α α= + = + = + = +.  

)קיבלנו שאכן  ) ( )A CA I Aρ ρ= =.  

  
iהיא הפעולה  ρאם  jR R↔  אז( )C Iρ=  1היא מטריצה המקיימתkkc k,כאשר  = i j≠ ,1ijc = ,

1jic   ושאר איברי המטריצה הם אפסים. =

( )

( )

1

.

.

.

m

R C A

CA

R C A

 
 
 
 =
 
 
 
 

.  

k,אם  i j≠  נקבל ש( )k kR C e=  ואז( ) ( )k k kR C A e A R A= =.  

( ) ( )i j jR C A e A R A= = ,( ) ( )j i iR C A e A R A= =.  

iהיא הפעולה  ρאם  iR Rα←  0כאשרα )אז  ≠ )C Iρ=  1היא מטריצה המקיימתkkc כאשר  =

k i≠ ,iic α=.  

kאם  i≠  נקבל ש( )k kR C e=  ואז( ) ( )k k kR C A e A R A= =.  

( ) ( ) ( ) ( )i i i iR C A e A e A R Aα α α= = =.  

  ב.
)מסעיף א נקבל ש  ) ( ) ( ) ( )( ) ( )AB I AB I A B A Bρ ρ ρ ρ= = =.  

  ג.

1ρמכיוון ש  )אז  ρהפעולה ההפוכה ל היא  − )( ) ( )( )1 1I I Iρ ρ ρ ρ− −= =.  

)מסעיף א נקבל ש  )( ) ( ) ( )1 1I I Iρ ρ ρ ρ− )ולכן  =− ) ( )1I I Iρ ρ − =.  

)בנוסף  )( ) ( ) ( )1 1I I I Iρ ρ ρ ρ− −= = .  

)סה"כ קיבלנו ש  ) ( ) ( ) ( )1 1I I I I Iρ ρ ρ ρ− −= )ולכן המטריצה  = )Iρ  הפיכה והמטריצה ההופכית

)שלה היא  )1 Iρ −.  

  מטריצה מדורגת קנונית
  בתהליך הדירוג של מטריצה אנו מביאים אותה לצורה מדורגת.

mמטריצה  nA ×∈F  11היא מדורגת אם קיימים אינדקסים ... rj j n≤ ≤ ≤   כך שמתקיים: ≥

האיברים  .א
11 ,...,

rj rja a .שונים מאפס  

i,...,1האיברים שלפניהם כולם אפס, כלומר לכל  .ב r=  ולכלij j<  0מתקייםija =. 

r,...,1השורות  .ג m+ .מאופסות 
  דוגמא

1המטריצה  2 3 4 5

0 0 1 2 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 − 
 
 
 

  מדורגת. 



ב  ijאפשר להמשיך את תהליך הדירוג עוד קצת, על ידי חילוק שורה 
iija  ואיפוס הרכיבים שמעל

iija.  

  המטריצה המתקבלת נקראת מדורגת קנונית.
  שבנוסף מקיימת את התכונות הבאות: מטריצה מדורגת קנונית היא מטריצה מדורגת

...ד.  1
i rij rja a= = =.  

האיברים שמעל  iה. לכל 
iija  הם אפס, כלומר לכלk i< ,0

ikja =.  

 Aאלמנטאריות, לצורה מדורגת קנונית ואז עבור מטריצה  אפשר להביא כל מטריצה, בעזרת פעולות שורה
,...,1כלשהי קיימות מטריצות שורה אלמנטאריות  kE E  1כך שהמטריצה...kE E A⋅ ⋅   היא מדורגת קנונית. ⋅

  הערה
  ריצת היחידה.מטריצה ריבועית מדורגת קנונית ללא שורת אפסים היא מט

  דוגמא למטריצה מדורגת קנונית
1 0 2 0

0 1 2 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

  

  1טענה 
nמטריצה  nA ×∈F מטריצות  היא הפיכה אם ורק אם יש, n nB C ×∈F כך ש AB CA I= =.  
  הוכחה

nאם  nA ×∈F  מטריצה הפיכה אז קיימתn nB ×∈F  כך שAB BA I= ,מטריצות ולכן יש  = n nB C ×∈F 
ABכך ש  CA I= =.  

,מטריצות אם יש  n nB C ×∈F  כך שAB CA I= Bמספיק להראות ש אז = C=  כדי להוכיח ש
n nA ×∈F היא הפיכה.  

( ) ( )C C I C AB CA B I B B= ⋅ = = = ⋅ =.  

  2טענה 
nתהא  nA ×∈F קיימת מטריצה . אםn nB ×∈F  כך שAB I=  אז אין בA שורת אפסים.  
  הוכחה

1יש שורת אפסים ז"א קיים  Aנתון שלמטריצה  i n≤ )כך ש  ≥ ) 0iR A =
�

.  

ABכך ש  Bמטריצה  קיימתנניח ש I=.  
  שורה נקבל ש -מכפל מטריצה שורה

( )

( )

1

.

. .

.

n

R A B

C A B

R A B

 
 
 
 = =
 
 
 
 

  

)מהטענה ש  ) ( )1
1

. . . .
m

m i i
i

x x A x R A
=

  נקבל. ∑=

( ) ( ) ( )
1

0 0
n

i i k
k

R C R A B R B
=

= = ⋅ =∑
�

0iicז"א   Cבסתירה לכך ש  = I=.  

  3טענה 
nאם קיימת מטריצה  nB ×∈F  כך שAB I=אז , A אינה שקולת שורה למטריצה עם שורת אפסים.  

  הוכחה



  יש שורת אפסים. Cולמטריצה  Cשקולת שורה למטריצה  Aנניח ש 
בעזרת מספר סופי של פעולות שורה  Aמ  Cאז ניתן להגיע ל  Cשקולת שורה למטריצה  Aמכיוון ש 

1אלמנטאריות  2, ,..., mρ ρ ρ  נסמן( )i iE Iρ=  מכיוון ש( ) ( )A I Aρ ρ=  נקבל ש  

( )( )( )( )3 2 1 3 2 1... ...m mC A E E E E Aρ ρ ρ ρ= 3המטריצה  = 2 1...mP E E E E=  היא מטריצה הפיכה

מכיוון שמכפלה של מטריצות הפיכות היא מטריצה הפיכה והראינו שמטריצה אלמנטארית היא מטריצה 
Cכל ש  Pהפיכה. קיבלנו שקיימת מטריצה הפיכה  PA=.  

( ) ( )P I P AB PA B CB⋅ = = יש שורת  Pיש שורת אפסים אז גם במטריצה  Cמכיוון שבמטריצה  =

  .מטריצה הפיכה P) בסתירה לכך שהמטריצה 2אפסים (כפי שראינו בהוכחת טענה 
  4טענה 

nאם  nA ×∈F  הפיכה, אז גםtA  הפיכה, ומתקיים( ) ( )1 1 ttA A
− −=.  

  הוכחה
nאם  nA ×∈F  אז קיימת מטריצהn nB ×∈F  כך שAB BA I= 1Bומתקיים  = A−=.  

tI I=  ולכן( )tt tB A I AB I= ⇐ )בנוסף  = )tt tA B I BA I= ⇐ הפיכה ומתקיים  tAז"א  =

( ) 1t tB A
−

)ז"א  = ) ( )1 1 ttA A
− −=.  

  משפט
, יהיו n nA B ×∈F.  
ABאם  I=  אז,A B הפיכות.  

  הוכחה
ABאם  I=  המטריצה  3אז מטענהn nA ×∈F  לא שקולת שורה למטריצה עם שורת אפסים, ולכן בצורה

  .Iהמדורגת קנונית שלה אין שורת אפסים ולכן היא 
בעזרת מספר סופי של פעולות שורה  Aמ  Iאז ניתן להגיע ל  Iשקולת שורה למטריצה  A מכיוון ש

1אלמנטאריות  2, ,..., mρ ρ ρ  נסמן( )i iE Iρ= וון ש מכי( ) ( )A I Aρ ρ=  נקבל ש  

( )( )( )( )3 2 1 3 2 1... ...m mI A E E E E Aρ ρ ρ ρ= 3נסמן  = 2 1...mC E E E E=  ואז נקבל שCA I=.  

ABנתון ש  I=  הוכחנו שCA I=  1ולכן מטענה A .מטריצה הפיכה  
ABנתון ש  I=  והוכחנו שA  4מטריצה הפיכה ומטענה  tA .מטריצה הפיכה  

( )tt tB A I AB I AB I= ⇐ = ⇐ tהפיכה מתקיים  tAומכיוון ש  = tA B I=  ולכןtB  הפיכה ואז

( )ttB  הפיכה ולכןB .הפיכה  

  1תרגיל 

3תהא  3

0 1 1

1 1 0

0 0 1

A ×

 
 = ∈ 
 
 

ℝ  הבע אתA  1ואתA−  מטריצות אלמנטאריות. 3כמכפלת  

  פתרון
  . Aנדרג את המטריצה 

2 3 21 2 1 2 1

0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0

1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

R R RR R R R R− →↔ − →
       
       ≈ ≈ ≈       
       
       

  

  



( ) ( )A I Aρ ρ=  

1עבור הפעולה  2R R↔  1נקבל את המטריצה האלמנטארית

0 1 0

1 0 0

0 0 1

E

 
 =  
 
 

  ואז  

1

1 1 0

0 1 1

0 0 1

E A

 
 =  
 
 

. עבור הפעולה 
2 3 2

R R R− 2נקבל את המטריצה האלמנטארית  →

1 0 0

0 1 1

0 0 1

E

 
 = − 
 
 

  

)ואז  ) ( )2 1 2 1

1 1 0

0 1 0

0 0 1

E E A E E A

 
 = =  
 
 

. עבור הפעולה 
1 2 1

R R R− נקבל את המטריצה האלמנטארית →

3

1 1 0

0 1 0

0 0 1

E

− 
 =  
 
 

)ואז   )3 2 1E E E A I=  1ולכן
3 2 1A E E E− =.  

( ) ( )
1 11 1 1 1

3 2 1 1 2 3A E E E E E E
− −− − − −= =.  

  מטריצה הופכית של מטריצה אלמנטארית היא גם מטריצה אלמנטארית.

1
1 1E E− . הפעולה ההפוכה לפעולה =

2 3 2
R R R− היא הפעולה  →

2 3 2
R R R+ 1ולכן  →

2

1 0 0

0 1 1

0 0 1

E−

 
 =  
 
 

.  

ולה ההפוכה לפעולה הפע
1 2 1

R R R− היא הפעולה  →
1 2 1

R R R+ 1ולכן  →
3

1 1 0

0 1 0

0 0 1

E−

 
 =  
 
 

.  

  מציאת המטריצה ההופכית
)נרשום את המטריצה  Aאם נרצה למצוא את המטריצה ההופכית  )A I  המטריצה ונדרג אתA  עד

שקולת שורה למטריצה עם שורת אפסים  Aשתתקבל הצורה הקנונית. עם במהלך הדירוג נראה שהמטריצה 

)לא הפיכה, אחרת נקבל מטריצה מהצורה  Aאז המטריצה  )I B ואז B  היא ההופכית שלA.  

  תרגיל

מצאו את המטריצה ההופכית של 
1 0 2

2 1 3

4 1 8

A

 
 = − 
 
 

.  

  פתרון
1 2 2

1 3 3 2 3 3

1 3 1

2 3 2

3 3 2 2

2
4

2

1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0

2 1 3 0 1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 2 1 0

4 1 8 0 0 1 0 1 0 4 0 1 0 0 1 6 1 1

1 0 0 11 2 2 1 0 0 11 2 2

0 1 0 4 0 1 0 1 0

0 0 1 6 1 1

R R R
R R R R R R

R R R
R R R

R R R R

− + →
− + → + →

+ →
− →

− → − →

     
     − ≈ − − − ≈ − − −     

     − − −    

− − 
 ≈ − − ≈ 
 − − 

4 0 1

0 0 1 6 1 1

 
 − 
 − − 

  


