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 למדמ"ח 2חשבון אינפי 

איבר, -תחום התכנסות, התכנסות בהחלט ובמ"ש, גזירה איברטורים של פונקציות,  :8שיעור 
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 הערה: ניתן להוכיח התכנסות במ"ש גם לפי הגדרה:
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   nS x S x   1, כלומר 1n nx x    . 

0xאם    אי השוויון האחרון מתקיים לכלn 0-ולכן נניח שx  

ln lnn x   ולכן
  

ln ln

ln ln max ,
n

x a b

 
  . 

lnסימן אי השוויון התהפך, כי  הסבר: 0x   0עבור, 1x x . 

ניתן לבחור  לסיכום
  

ln

ln max ,
N

a b

 
 
 
 

. 

1אם  .ב 1x    נקבל

   
1 1 1 1 1 1

lim sup lim sup 1 1 lim sup 1 0n n

n
n n nx x x

S x S x x x
          

        ולכן ההתכנסות

 לא במ"ש
שלא יהיה  Nהוכחה דומה לסעיף א' לפי הגדרה מראה שלא ניתן לבחור הערה: 
גדול יותר, כלומר Nנצטרך לבחור  1-יהיה יותר קרוב לx-, כי ככל שהx-תלוי ב

 . ולכן ההתכנסות אינה במ"ש x-אלא גם ב-תלוי לא רק בN-ה

קטע לא בכל הנקודות של ה .ג 0,3  בקטע  אינו מתכנס במ"שהטור מתכנס  ולכן

 הנ"ל

 האם הטורים הבאים מתכנסים במ"ש בתחום ההתכנסות שלהם: .3

 .א
3

21

n

n

x

n





 

 נמצא קודם את תחום ההתכנסות: :פתרון

 

1

3
2

3
2

1
lim

n

n
n

x

n
x

x

n






 

1xלפי מבחן דלאמבר הטור מתכנס בהחלט כאשר . 

 נבדוק התכנסות בקצוות בקטע.

1xנציב    ונקבל טור מתכנס
3

21

1

n n





 

1xנציב    ושוב נקבל טור מתכנס
 

3
21

1
n

n n






  ולכן תחום ההתכנסות של הטור

 1,1. 

 ווירשטראס: Mכדי להוכיח התכנסות במ"ש בתחום הנ"ל נשתמש במבחן 



 בס"ד
 

3 3
2 2

1nx

n n
  לכל 1,1x  ,

3
21

1

n n





  טור חיובי מתכנס ולכן הטור הנתון מתכנס

-במ"ש ב 1,1. 

למעשה  הערה:
3

21

n

n

x

n





 ת מתכנס במ"ש בכל קטע זהו טור חזקות וכל טור חזקו

עדיין לא דיברנו על טורי חזקות בתרגול ולכן )תחום התכנסותו. סגור המוכל ב
 הארכנו בהוכחה...(

 .ב
 

2

1
2

1 1
n

n

x

x




 
  

 פתרון:

נמצא את תחום ההתכנסות 
 

 

2

2

2 2

1
2

1 1
lim

1

1

n

n

n

x

x

x x

x












 

2

1
1

1 x



0xלכל     ולכן הטור מתכנס בהחלט )למעשה זהו טור של פונקציות אי

 שליליות (
0xאם   נציב בטור ונקבל טור של אפסים שגם הוא מתכנס ולכן תחום ההתכנסות

 .של הטור הנתון הינו 
 נמצא את סכום הטור:

 
 

 
 

 

22
2 2

1
2 2

1
2

1
1

1 1
1 1

11 11
1

n
n

n k n
k

xx
S x x x

x x
x





 
      
    



 

איברים ראשונים של סדרה הנדסית בעלת איבר ראשון  nזהו סכום של  הסבר:

2

1a x  ומנה
2

1

1
q

x



. 

   
 

2

2

2

1 01
lim lim 1 1

0 01
n nn n

x x
S x x

xx
 

         
    

 

     2

0 0
lim lim 1 1 0 0
x x

S x x S
 

     כלומר פונקצית הסכום אינה רציפה ולכן לפי ,

 אינה במ"ש.משפט ההתכנסות 
0xבכל קטע שאינו מכיל שימו לב:  ההתכנסות היא במ"ש, כי זהו טור של
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 
 

. 

 
1

1
4

n
nnx x

 
   

 
לכל   0,1x ,

1

1

4

n

n





 
 
 

  זהו טור הנדסי מתכנס ולכן לפי מבחןM- 

 ווירשטראס הטור הנתון מתכנס במ"ש בקטע הנ"ל.

האם הטור  .5
  2

1

1
n

n

x

n






 מתכנס במ"ש ב- 1,3? 

ווירשטארס נכשל במקרה זה, כי -Mמבחן  פתרון:
  21 9

n
x

n n


 ו-

1

9

n n





 .טור מתבדר 
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לפי מבחן לייבניץ לטור עם סימנים מתחלפים מתקיים 

   
  2 2

1

1 1

1
1

1

n

k

n k n

k n k n

x x
r x a a

k n

 



   


    


  

limולפי מבחן  sup  נקבל
 

 
 

2

1,3 1,3

9
lim sup lim sup lim 0

1 1
n

n n nx x

x
r x

n n     

  
 

ולכן הטור מתכנס  

 במ"ש בקטע הנ"ל.

תהי משפט:   
1n n

f x



 סדרת פונקציות גזירות ברציפות. אם  

הטור  .1 
1

k

k

f x




  מתכנס נקודתית בקטע ,a b. 

טור הנגזרות  .2 
1

k

k

f x




  מתכנס במ"ש בקטע ,a b, 

אז  
1

k

k

f x




 מתכנס במ"ש ב- ,a b וגם גזיר ומתקיים 

   
1 1

k k

k k

f x f x
 

 

   
 
  )כלומר נגזרת הסכום שווה לסכום הנגזרות( 

תהי  .6 f x  מוגדרת ע"י  3
1

cos
,

n

nx
x f x

n





  הוכיחו כי . 

 .א f x )מוגדרת היטב )כלומר הטור מתכנס 

 .ב f x גזירה לכלx 

 .ג 'f x  רציפה לכלx. 

 
 פתרון: 

 .א
3 3

cos 1nx

n n
  לכלx ,

3
1

1

n n





  מתכנס ולכן לפי מבחןM  הטור הנתון  ווירשטראס

ולכן הפונקציה  מתכנס במ"ש בכל   3
1

cos
,

n

nx
x f x

n





   .מוגדרת היטב

 כדרוש.

נסתכל על טור הנגזרות  .ב
3 2

1 1

sin sin

n n

n nx nx

n n

 

 

 
  גם טור הנגזרות מתכנס במ"ש .

ווירשטראס ולכן לפי משפט לעיל -Mלפי מבחן   3 2
1 1

cos sin
'

n n

nx nx
f x

n n

 

 

  
  

 
  ,

כלומר  f xגזירה לכל x .כדרוש , 
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הפונקציות  .ג  2

sin
n

nx
f x

n


  והטור מתכנס במ"ש ולכן לפי משפט  רציפות בכל

סכום הטור  'f x  פונקציה רציפה בכל. 

מהו סכום הטור  .7
1

n
n

n

x





  1עבורx a (a ? )קבוע  

 פתרון:

נתבונן בטור  .א
1

1

1 1

1 1
1

n
n

x

x x

x





 



  1לכלx a  כלומר הטור מתכנס נקודתית לכל ,

1x a . 

נסתכל על טור הנגזרות  .ב
1

1 1

1
n n

n n

n

x x

 


 

 
  

 
  ב ונראה  שהוא מתכנס במ"ש- ,a  ,

1a  . 

1 1n n

n n

x a 
  לכל ,x a  הטור ,

1
1

n
n

n

a






  מתכנס )אפשר להראות לפי מבחן

ות מתכנס במ"ש בתחום ס הטור של הנגזרווירשטרא-Mדלאמבר( ולכן לפי מבחן 
 הנ"ל .

ב' לפי משפט לעיל נובע שניתן לעשות גזירה איבר איבר של הטור -מסעיפים א' ו
1

1 1

1n
n x x








 

ולקבל 
 

2 1
1 1 1

1 1 1 1

1 1
n n n

n n n

n

x x x xx

  


  

       
         

    
    ולכן

 
2

1 1
n

n

n x

x x








 

תהי משפט:   
1n n

f x



סדרה של פונקציות רציפות. אם   

1

k

k

f x




 מתכנס במ"ש ב- ,a b ל-

 S xאזי , 

 .א S x אינטגראבילית ב- ,a b. 

 .ב   
1 1

b b

k k

k ka a

f x dx f x dx
 

 

  
   

   
   

חשבו את  .8
1

1

3k
k k



 
 

נתבונן בטור  פתרון:
1

k

k

x

k





   ונמצא את סכומו 
1

k

k

x
S x

k





. 
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1טור 

1

1

1

k

k

x
x









 מתכנס במ"ש ב-   , 1,1r r    ולכן לפי משפט ניתן לעשות

 אינטגרציה איבר איבר ולקבל 

 1

1 10 0

1
ln 1

1

x x k
k

k k

x
dt x t dt S x

t k

 


 

     


   

ולכן 
1

1 1 1 2
ln 1 ln

3 3 3 3k
k

S
k





 
      

 
 

 

 


