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טורי חזקות, טורי  –פונקציות מרוכבות למתמטיקה  7תרגיל בית פתרון 

 ילור'טי

 

 1שאלה 

 מצאו את תחום ההתכנסות של הטורים הבאים:
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 הדמר:-נמצא את רדיוס ההתכנסות לפי נוסחת קושי
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 זה עוד לא אומר לנו בדיוק מהו תחום ההתכנסות כי צריך לבדוק את השפה.
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 מתכנס כי הוא מתכנס בהחלט שהרי
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4תחום ההתכנסות הוא  ולכן לסיכום 1z i . 
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הדמר והגבולות הידועים -נחשב את רדיוס ההתכנסות באמצעות נוסחת קושי
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𝑤} הואלכן תחום ההתכנסות  ∈ ℂ, 4w  }. 
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 וקיבלנו שמתחום ההתכנסות הוא המשלים של מעגל פתוח שרדיוסו
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ומרכזו  

𝑧בנקודה  =
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2zמהתחום הזה צריך להוציא את הנקודה .   שמחוץ לתחום ,

 ההגדרה בכלל.
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1zנחלק לשני המקרים    1אוz : 

1z: (1מקרה )  
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 כעת נחבר את הטורים.

𝑧| יםתחום ההתכנסות הכולל הוא חיתוך בין העיגול − 1| < 𝑧|וגם  3 − 1| < , ז"א זה 4

𝑧|עיגול עם הרדיוס היותר קטן,  − 1| < 3. 

 בסה"כ התשובה הסופית
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1 תחום ההתכנסות 3z  . 

 

 3שאלה 

nטור מתכנס בתנאי. הוכיחו כי רדיוס ההתכנסות של הטור  naיהי 

na z  1הוא. 

 פתרון

nנסמן את רדיוס ההתכנסות של טור החזקות 

na z ב-R. היות ש- na אי מתכנס בתנ

nאנחנו יודעים ש

na z  1מתכנס עבורz  1, לכן רדיוס ההתכנסות הוא לפחות. 

nרדיוס ההתכנסות של הטור  מצד שני

na z  הוא גםR  והטור הזה דווקא מתבדר עבור

1z  1, כלומרR  1ולכן לסיכוםR . 

 
 

 4שאלה 
 

 מצאו את תחום ההתכנסות של הטור .א
 

 
0

2 n

n

n n z




  

 פתרון
 

 טריוויאלי לראות שרדיוס ההתכנסות הוא הדמר-לפי נוסחת קושי

𝑅 =
1

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝√|𝑎𝑛|
𝑛

= 1 

1z כמו כן, עבור נקודות שבהן   קל לראות שהטור מתבדר כי הסדרה של הטור לא

 .0-מתכנסת ל
 לסיכום תחום ההתכנסות הוא     

{z: |𝑧| < 1} 
 

 עבור הערכים בהם יש התכנסות, מצאו את סכום הטור. .ב
 פתרון

 
 נתחיל מהטור ההנדסי הידוע

0

1
, 1

1

n

n

z z
z





 


 

 נגזור איבר איבר ונקבל:



    ד"בס
 הזכויות שמורותכל 

 הבית צביז
 

9 
 

 
 

 

'

1 1 1

2 2
1 1 1

1 1 1
1 , 1

1 1 1

n n n

n n n

nz nz nz z
z z z

  
  

  

 
         

   
   

לקבל  3z-נכפול את הטור שקיבלנו ב לכן,. 2nעלינו לקבל במקדם גם את הכופל 

 . 2nחזקה 

 

3
3 1 2

2
1 1

, 1
1

n n

n n

z
z nz nz z

z

 
 

 

  


  

 איבר:-איבר נגזור

 
   

     

 

 

 

'
22 3 2 33

2 4 3
1 1

3 1 2 1 1 3 1 2
2 2

1 1 1

n n

n n

z z z z z z zz
n n z n n z

z z z

 

 

         
      

    
  

 
 

2 3

3
1

3
2 , 1

1

n

n

z z
n n z z

z






   


 

 ולכן

 
 

2 3

3
0

3
2 , 1

1

n

n

z z
n n z z

z






  


 

 

 

 5שאלה 

 את הפונקציה  0פתחו לטור טיילור סביב 

 
2

0

z

wf z e dw   

 פתרון

 ze( ידוע של הפונקצי'ה השלמה 0נתחיל מטור מקלורן )טיילור סביב 

0 !

n
z

n

z
e

n





 

 .zהמתכנס לכל 

 ונקבל zבמקום  2wבטור זה  נכתוב

 2

2 2

0 0! !

n
n

w

n n

w w
e

n n

 

 

   

 .wהמתכנס לכל 

 איבר איבר לכן לפי אינטגרצי'ה
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𝑓(𝑧) = ∫ 𝑒𝑤
2
𝑑𝑤

𝑧

0

= ∫ ∑
𝑤2𝑛

𝑛!
𝑑𝑤

∞

𝑛=0

𝑧

0

= ∑∫
𝑤2𝑛

𝑛!
𝑑𝑤

𝑧

0

∞

𝑛=0

= ∑
𝑤2𝑛+1

(2𝑛 + 1)𝑛!
|
0

𝑧∞

𝑛=0

= ∑
𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)𝑛!

∞

𝑛=0

 

 

 6שאלה 

מצאו את כל הפונקציות  f z :המקי'ימות את התנאים הבאים 

 1  f z שלמה 

 2 
 
2

1
f z

z
  עבור ערכיz  10-כך שz   

  3  0 0f  , ' 0 0f  ו- '' 0 1f  

 פתרון

נתון כי  f z  בכל שלמה, לכן יש לה פיתוח טיילורℂ. 

טור מקלורן של  f z הוא מהצורה 

 
   

0

0

!

n

n

n

f
f z z

n





 

לפי הנתון  3 כי  ידוע 0 0f  ו- ' 0 0f  לכן שני המחוברים הראשונים בטור מקלורן ,

 , לכן0הם 

 
   

2

0

!

n

n

n

f
f z z

n





 

כעת נתבונן בפונקצי'ה 
 
2

f z

z
המופיעה בנתון   2 0-מוגדרת ב לא. היאz . 

 נחשב:

             

 

2

2

2 2
2 2 0

0 0 01

! ! 2 !

n n n

n n n

n n n

f z f f f
z z z

z z n n n

  


  

  


   



    ד"בס
 הזכויות שמורותכל 

 הבית צביז
 

11 
 

המבוסס על המקדמים של הטור של הפונקצי'ה השלמה נשים לב שקיבלנו טור חזקות 

 f z 2, כאשר שני המקדמים הראשונים הם המקדמים של החזקותz 3-וz  בפיתוח של

 f z הזזנו את מקדמי הטור של  וכן( הלאהf  לכן הטור של ,)בשני מקומות אחורה
 
2

f z

z
 

 .גם מתכנס בכל 

 נגדיר פונקצי'ה חדשה

𝑔(𝑧) =

{
 
 

 
  

2

f z

z
              𝑧 ≠ 0

𝑓(2)(0)

2
=⏟
(3)

1

2
  𝑧 = 0

 

 שלמה.כן גם  תהי'ה  𝑔(𝑧)אז 

10z-כך ש zלכל  נשים לב שלפי הנתון  ש מתקי'ים   1g z  כלומר , g z חסומה ב-

10z  . שאבל היא בודאי- g z 10 -חסומה גם בz  רציפה וזה תחום סגור  )היא

בסה"כ לכן ו. (וחסום g z .חסומה 

לפי משפט ליוביל,  g z קבועה כלומר 

   
1

0
2

g z g  

 ולכן

𝑓(𝑧) =
1

2
𝑧2 

 .נ"לדרישות הההפונקצי'ה היחידה המקי'ימת את  היא

 

 

 

 


