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 תזכורת )התפלגויות רציפות(

 : התפלגות אחידה .1

𝑋~𝑈[𝑎, 𝑏] 

 :התפלגות אקספוננציאלית .2

𝑋~𝐸𝑥𝑝(𝜆) 

 זמן ההמתנה לתופעה חסרת זכרון.

 :התפלגות גאמה 2.1

𝑋~Γ(𝑛, 𝜆) 

Γ(𝑛, 𝜆) =∑𝐸𝑥𝑝(𝜆)

𝑛

 

𝑃𝑜𝑖מתפלג  𝑇בפרק זמן קבוע  𝐸𝑥𝑝(𝜆)מספר התופעות האקספוננציאליות  (
𝑇

𝜆
). 

 כעת.: נלמד התפלגות נורמלית .3

 ההתפלגות הנורמלית

 בעיה

𝐼 ≔ ∫ 𝑒−
𝑥2

2

∞

−∞

 𝑑𝑥 =? 

−𝑒לפונקציה 
𝑥2

 אין קדומה אלמנטרית, לכן הנוסחה היסודית )ניוטון לייבניץ( לא תעזור כאן. 2

 פתרון

 נעבור לפונקציה בשני משתנים:

𝐼2 = ( ∫ 𝑒−
𝑥2

2

∞

−∞

 𝑑𝑥)

2

 

𝐼2 = ( ∫ 𝑒−
𝑥2

2

∞

−∞

 𝑑𝑥) ⋅ ( ∫ 𝑒−
𝑦2

2

∞

−∞

 𝑑𝑦) 

𝐼2 = ∫ ( ∫ 𝑒−
𝑥2+𝑦2

2

∞

−∞

 𝑑𝑥)𝑑𝑦

∞

−∞

 

 המחשה
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,𝑥)לבין המשטח שגובהו בנקודה  𝑥𝑦 –הכלוא בין מישור ה  הנפחהמשימה היא לחשב את  𝑦) 

 הוא:

𝑒−
𝑥2+𝑦2

2  

 נחלק את המישור למעגלים קונצנטריים )בעלי נקודת מרכז משותפת, שהיא ראשית הצירים(.

 המחשה

 

′𝑅 -ו  𝑅מהו הנפח מעל הטבעת שבין רדיוסים  ≔ 𝑅 + Δ𝑅? 

 הגוף הזה הוא טבעת גלילית. 

 :הטבעת הבסיס שלשטח 

𝜋 ⋅ 𝑅′2 − 𝜋 ⋅ 𝑅2 = 2𝜋 ⋅ 𝑅 ⋅ Δ𝑅 + 𝜋 ⋅ Δ𝑅2 

 גובה הטבעת:

−𝑒בין 
𝑅2

−𝑒לבין  2
𝑅′2

−𝑒, כלומר בערך: 2
𝑅2

2. 

 לכן:
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∑ 2𝜋 ⋅ 𝑅 ⋅ 𝛥𝑅 ⋅ 𝑒−
𝑅2

2

כל הטבעות

≤ 𝐼2 ≤ ∑ (2𝜋 ⋅ 𝑅 ⋅ 𝛥𝑅 + 𝜋 ⋅ 𝛥𝑅2) ⋅ 𝑒−
(𝑅+𝛥𝑅)2

2

כל הטבעות

 

Δ𝑅עבור  →  , נקבל:0

𝐼2 = ∫ 2𝜋 ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑒−
𝑅2

2  𝑑𝑅

∞

0

= [−2𝜋 ⋅ 𝑒−
𝑅2

2 ]
0

∞

= 0 − (−2𝜋) = 2𝜋 

 לכן:

𝐼 = ∫
1

√2𝜋
⋅ 𝑒−

𝑥2

2  𝑑𝑥 =

∞

−∞

1 

∎ 

 הגדרה

 , אם פונקציית הצפיפות שלו היא:𝑍~𝑁(0,1)מתפלג נורמלית סטנדרטית,  𝑍משתנה מקרי 

𝑓𝑍(𝑡) =
1

√2𝜋
⋅ 𝑒−

𝑡2

2  

 עובדה

𝑎, אז הצפיפות של 𝑓𝑋יש צפיפות  𝑋 –אם ל  ⋅ 𝑋 + 𝑏 :היא 

𝑓𝑎⋅𝑋+𝑏(𝑎 ⋅ 𝑡 + 𝑏) = 𝑓𝑋(𝑡) ⋅
1

𝑎
 

 הוכחה

𝑃(𝛾1 < 𝑎 ⋅ 𝑋 + 𝑏 < 𝛾2) = 𝑃 (
𝛾1 − 𝑏

𝑎
< 𝑋 <

𝛾2 − 𝑏

𝑎
) 

𝑃(𝛾1 < 𝑎 ⋅ 𝑋 + 𝑏 < 𝛾2) = ∫ 𝑓𝑋(𝑡) 𝑑𝑡

𝛾2−𝑏
𝑎

𝛾1−𝑏
𝑎

 

 נציב:

𝑠 ≔ 𝑎 ⋅ 𝑡 + 𝑏 
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 לכן:

𝑡 =
𝑠 − 𝑏

𝑎
 

𝑑𝑡 =
1

𝑎
 𝑑𝑠 

𝛾1 − 𝑏

𝑎
≤ 𝑡 ≤

𝛾2 − 𝑏

𝑎
 

𝛾1 ≤ 𝑠 ≤ 𝛾2 

 לכן:

𝑃(𝛾1 < 𝑎 ⋅ 𝑋 + 𝑏 < 𝛾2) = ∫
𝑠 − 𝑏

𝑎
⋅
1

𝑎
 𝑑𝑠

𝛾2

𝛾1

 

𝑃(𝛾1 < 𝑎 ⋅ 𝑋 + 𝑏 < 𝛾2) = ∫ 𝑓𝑎⋅𝑋+𝑏(𝑠) 𝑑𝑠

𝛾2

𝛾1

 

∎ 

 מסקנה

𝑋 -, אז ל 𝑍~𝑁(0,1)אם  = 𝜎 ⋅ 𝑍 + 𝜇 :יש צפיפות 

𝑓𝑋(𝑠) =
1

√2𝜋𝜎2
⋅ 𝑒

−
(𝑠−𝜇)2

2𝜎2  

 משתנה עם הצפיפות הזו נקרא משתנה נורמלי:

𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) 

 מסקנה

𝑎נורמלי, אז גם  𝑋אם  ⋅ 𝑋 + 𝑏 .נורמלי 

 חישוב התוחלת והשונות

𝑍~𝑁(0,1) 
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𝐸(𝑍) = ∫
1

√2𝜋
⋅ 𝑒−

𝑡2

2 ⋅ 𝑡 𝑑𝑡

∞

−∞

 

 אנטי סימטריות: עפ"י

𝐸(𝑍) = 0 

𝐸(𝑍2) = ∫
1

√2𝜋
⋅ 𝑒−

𝑡2

2 ⋅ 𝑡2 𝑑𝑡

∞

−∞

= ∫ 𝑡⏞
≔𝑔

⋅ (
1

√2𝜋
⋅ 𝑒−

𝑡2

2 ⋅ 𝑡)  𝑑𝑡
⏞            

≔𝑓′
∞

−∞

 

 ניעזר באינטגרציה בחלקים:

𝐸(𝑍2) = 1 

 לכן:

𝑉(𝑍) = 𝐸(𝑍2) − 𝐸(𝑍)2 = 1 − 0 = 1 

 כעת, ניקח:

𝑋 = 𝜎 ⋅ 𝑍 + 𝜇 

,𝑋~𝑁(𝜇כלומר, משתנה  𝜎2): 

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝜎 ⋅ 𝑍 + 𝜇) = 𝜎 ⋅ 𝐸(𝑍) + 𝜇 = 𝜇 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝜎 ⋅ 𝑍 + 𝜇) = 𝑉𝑎𝑟(𝜎 ⋅ 𝑍) = 𝜎2 ⋅ 𝑉𝑎𝑟(𝑍) = 𝜎2 

∎ 

 מסקנה

 משתנה נורמלי, בהינתן שהוא נורמלי, נקבע לפי התוחלת והשונות שלו.

𝝌התפלגות 
𝟐

 )חי בריבוע( 

Z1התפלגות של 
2 +⋯+ 𝑍𝑛

 𝑛עם  𝜒2ובלתי תלויים, נקראת התפלגות  𝑍𝑖~𝑁(0,1), כאשר 2

 דרגות חופש.

 מתקיים:
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𝑓𝜒𝑛2(𝑡) =
1

Γ (
𝑛
2) ⋅ 2

𝑛
2

⋅ 𝑡
𝑛
2
−1 ⋅ 𝑒−

𝑡
2 

 כאשר:

Γ(𝑧) = ∫ 𝑥𝑧−1 ⋅ 𝑒−𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

 הערה: תכונה של פונקציית גאמה:

Γ(𝑧 + 1) = Γ(𝑧) ⋅ 𝑧 

⇓ 

Γ(𝑛 + 1) = 𝑛! 

 נקבל:

𝐸(𝜒𝑛
2) = 𝑛     ;      𝑉𝑎𝑟(𝜒𝑛

2) = 2𝑛 

 𝒕התפלגות 

𝑋התפלגות של ה =
𝑍

√𝑈⋅𝑛
𝑈~𝜒𝑛 -ו  𝑍~𝑁(0,1)כאשר  

 𝑛עם  𝑡ובלתי תלויים, נקראת התפלגות  2

 דרגות חופש.

 מתקיים:

𝑓𝑋(𝑡) =
Γ (
𝑛 + 1
2 )

√𝜋 ⋅ 𝑛 ⋅ Γ (
𝑛
2)
⋅ (1 +

𝑡2

𝑛
)

−
𝑛+1
2

 

 נקבל:

𝐸(𝑋) = 0 

 𝑭התפלגות 

𝑌של  ההתפלגות =
𝑈

𝑛
𝑉

𝑚

𝑈~𝜒𝑛, כאשר 
𝑉~𝜒𝑛 -ו  2

 𝑛,𝑚עם  𝐹ובלתי תלויים, נקראת התפלגות  2

 דרגות חופש.

 מתקיים:
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𝑓𝑌(𝑡) =
Γ (
𝑛 + 𝑚
2 )

Γ (
𝑛
2) ⋅ Γ (

𝑚
2)
⋅ (
𝑛

𝑚
)

𝑛
2
⋅ 𝑡
𝑛
2
−1 ⋅ (1 +

𝑛

𝑚
⋅ 𝑡)

−
𝑛+𝑚
2

 

∎ 

 

 


