
 1תרגול 

 עצמיים ווקטורים עצמיים ערכים

 שונה וקטור קיים אם A של עצמי ערך נקרא  ממשי מספר.  שדה מעל ריבועית -n מטריצה A תהיי

Av: ש כך nv מאפס v. 

 . עצמי לערך השייך, A של עצמי וקטור נקרא זה תנאי המקיים וקטור כל

 1 דוגמא

 תהי
1 2

3 2
A

 
  
 

 ש לב נשים 
1 2 2 8 2

4
3 2 3 12 3

      
        

      
. 

4Av ש מכיוון v ו עצמי ערך 4ש נקבל 
2

3

 
 
 

 המטריצה של עצמי וקטור הוא 
1 2

3 2

 
 
 

 לערך השייך 

 .4 עצמי

 2 דוגמא

 תהי
1 2

3 2
A

 
  
 

 ש לב נשים 
1 2 6 8 6

4
3 2 9 12 9

      
        

      
 . 

 שגם לב נשים
6

9

 
 
 

 .4 עצמי לערך השייך עצמי וקטור הוא 

 גם כללי באופן
2

3

a

a

 
 
 

 .4 עצמי לערך השייך עצמי וקטור הוא 

 הערה

 . עצמי לערך השייך A של עצמי וקטור v גם אז  עצמי לערך השייך, A של עצמי וקטור v אם

: הסבר       Av v Av v A v v          . 

 הערה

0Ax המשוואות למערכת אז הפיכה מטריצה A אם האפס פתרון והוא יחיד פתרון יש. 

 ש נקבל ואז הופכית מטריצה לה קיימת אז הפיכה A אם: הסבר

 

   

1 1

1 1 1

0 0

0 0 0

A Ax A Ax

x x Ix A A x A Ax A

 

  

  

      
 

 תזכורת

0A אם ורק אם הפיכה A ריבועית מטריצה . 

 מסקנה

0Ax למשוואה  0 אם ורק אם( האפס פתרון שהוא) יחיד פתרון ישA . 

 דוגמאות

נתבונן במערכת המשוואות  .1
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x y

x y z

x y z
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 המטריצה האם נבדוק

1 2 0

1 1 1

2 1 1
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 
 

  
  

 .המטריצה של הדטרמיננטה את נחשב. הפיכה 



 
1 1 1 1

1 2 1 2 2 1 4
1 1 2 1

A          


 פתרון שהוא יחיד פתרון יש המשוואות כתלמער ולכן 

0x האפס y z  . 

נתבונן במערכת המשוואות  .2
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 
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 המטריצה האם נבדוק

1 2 0

2 1 1

1 1 1

A

 
 

  
  

 .המטריצה של הדטרמיננטה את נחשב. הפיכה 

1 1 2 1
1 2 1 2 2 1 0

1 1 1 1
A         


0x לפתרון בנוסף ולכן  y z   המשוואות למערכת יש 

;2: למשל. נוסף פתרון יש 1; 3x y z   . 

 

 מתאים עצמי ווקטור עצמי ערך מציאת

 למטריצה עצמי ערך למצוא נקצה
1 2

3 2
A

 
  
 

 מאפס שונה וקטור למצוא יש א"ז 
1

2

v
v

v

 
  
 

 ש כך 

1 1

2 2

1 2

3 2

v v

v v


    
    

    
 ולכן 
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  

  

                       
                          

                      

 שהווקטור מכיוון
1

2

v
v

v

 
  
 

1 שלמשוואה נקבל מאפס שונה 

2

1 2 0

3 2 0

v

v





      
    

     
 מפתרון יותר יש 

 המטריצה של הדטרמיננטה ואז אחד
1 2

3 2





  
 
  

 .לאפס שווה 

   2
1 2

0 1 2 6 3 4 0
3 2


   



 
        

 
. 

2 כאשר אפסה פתרון לא שהוא פתרון יש המשוואות למערכת 3 4 0   . 

 הפולינום  2 3 4p      האופייני הפולינום נקרא. 

2 ונקבל ל"הנ המשוואה את נפתור

1 23 4 0 1, 4         . 

,4 הם העצמיים הערכים 1   . לו המתאימים העצמיים הווקטורים את נמצא עצמי ערך לכל. 

4 עצמי לערך המתאימים העצמיים וריםהווקט את נמצא . 

4 נציב  המשוואות במערכת 
1

2

1 2 0

3 2 0

v

v





      
    

     
 ונקבל 

1 2 1

21 2

3 2 0 3 2 0

3 2 0 3 2 0

v v v

vv v

       
      

       
 .

1 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

3 2 0 3 2 0

3 2 0 0 0 0

R R Rv v v v
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     
 

     
 



2 נציב, 2v הוא החופשי המשתנה 3v  הפתרון את ונקבל 
2

3

 
 
 

 מהצורה ווקטור וכל 
2

3

t

t

 
 
 

 של פתרון הוא 

 שהקבוצה קיבלנו כ"סה. המשוואה
2

:
3

t
t

t

  
  

  
 לערך שמתאימים העצמיים הווקטורים כל קבוצת היא 

4 עצמי . 

1 נציב   המשוואות במערכת 
1

2

1 2 0

3 2 0

v

v





      
    

     
 ונקבל 

1 2 1

21 2

2 2 0 2 2 0

3 3 0 3 3 0

v v v

vv v

         
      

        
 .

1 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 0 2 2 0

3 3 0 0 0 0

R R Rv v v v

v v v v

       
 

     
 

2 נציב, 2v הוא החופשי המשתנה 1v  הפתרון את ונקבל 
1

1

 
 
 

 מהצורה ווקטור וכל 
t

t

 
 
 

 של פתרון הוא 

: שהקבוצה קיבלנו כ"סה. המשוואה
t

t
t

   
  

  
 לערך שמתאימים העצמיים הווקטורים כל קבוצת היא 

1 עצמי  . 

 תזכורת

כך ש  Pארית אם קיימת מטריצה לא סינגול Aדומה למטריצה  Bמטריצה 
1B P AP. 

נשים לב ש      1 1 1 1...

n times

n nB P AP P AP P AP P A P



       . 

 הגדרה

ז"א קיימת מטריצה לא  Dלכסינה אם היא דומה למטריצה אלכסונית   Aנאמר שמטריצה ריבועית 

1Dכך ש  Dומטריצה אלכסונית  P סינגולארית P AP. 

 הערה

1באופן הבא:  nAלכסינה אז ניתן לחשב את  Aאם  1 1n nD P AP A PDP A PD P       

מטריצה אלכסונית ניתן לחשב את  Dומכיוון ש 
nD  בקלות ולקבל את

nA. 

 דוגמא

חשב את 
10A  כאשר

4 2

3 1
A

 
  

 
. 

1נשים לב ש 
5 0 4 2

0 2 3 1
P P   

   
    

כאשר  
2 1

1 3
P

 
  
 

1ואז  

3 1

7 7

1 2

7 7

P

 
 

  
  
 

. 

נראה בתרגיל הבא כיצד להראות שמטריצה היא לכסינה ואם היא לכסינה כיצד ניתן לחשב את המטריצה 

 .Dוהמטריצה האלכסונית  Pההפיכה 

 

10

1 10 1

10

5 04 2 5 0

3 1 0 2 0 2
P P A P P 

    
                

. 

 תרגיל

יצה הראה שהמטר
4 2

3 1
A

 
  

 
שעבורן מתקיים  Dומטריצה אלכסונית  Pלכסינה ומצא מטריצה הפיכה  

השוויון 
1D P AP. 



 פתרון

 תחילה נמצא את הערכים העצמיים.

     2
0 4 2 4 2

4 1 6 3 10 5 2
0 3 1 3 1

I A
 

      
 

    
                

     

,5ים הם: הערכים העצמי 2   .  2נמצא את הבסיס למרחב העצמי עבור הערך העצמי  . 

ז"א יש למצוא את הבסיס למרחב האפס של המטריצה 
6 2

3 1

  
 
  

שהוא  
1

3

   
  
  

. 

5הבסיס של המרחב העצמי המתאים לערך העצמי    הוא הבסיס למרחב האפס של המטריצה

1 2

3 6

 
 
 

שהוא  
2

1

  
  
  

. 

ריבועית ומכיוון שמספר הווקטורים העצמיים שהם בת"ל  2קיבלנו שני ווקטורי עצמיים בת"ל המטריצה היא 

היא מטריצה שבאלכסון  Dהמטריצה האלכסונית שווה לגודל המטריצה אז המטריצה ניתנת ללכסון. 

מופיעים הערכים העצמיים ז"א 
5 0

0 2

 
 

 
היא המטריצה שעמודותיה הם הוקטורים העצמיים  Pוהמטריצה  

כלומר 
2 1

1 3
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 
  
 

נמצא בעמודה הראשונה מכיוון שבמטריצה  5ערך העצמי הווקטור העצמי שמתאים ל 

 מופיע בעמודה הראשונה באותו אופן ניתן להבין כיצד הגענו לעמודה השנייה. 5האלכסונית הערך העצמי 

 תרגיל

 המטריצה נתונה

















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266

157

113
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 .העצמיים הערכים את מצאו .א

APPDכך ש  Pומטריצה הפיכה  Dמטריצה אלכסונית  מצאו כן אם? לכסינה A האם .ב 1. 

 פתרון 
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כפיל את הדטרמיננטה  פעולת השורה היחידה שמשנה את ערך הדטרמיננטה היא החלפת שורה, ולכן  יש לה

 .1פי  
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 תזכורת

Av שעבורו  סקלר כלומר עצמי ערך למצוא כדי v 0 ההמשווא את פתורל יש AI. 

Av המשוואות במערכת שקיבלת מהפתרונות אחד כל להציבכדי למצוא את הווקטורים העצמיים יש  v. 

 .שהצבת עצמי לערך שמתאימים העצמיים הווקטורים כל את נותן ל"הנ המערכת של הפתרון קבוצת

 

T:קה ליניארית כעת נגדיר ערך עצמי ווקטור עצמי עבור העת V V העתקה ליניארית היא פונקציה( .

1שעבורה  2, ,v v V     מתקיים     1 2 1 2T v v T v T v   . 

 הגדרה

T:תהא  V V  העתקה ליניארית וסקלר  ונניח שקיים וקטור שונה מאפסv  שעבורו מתקיים

 T v v כל וקטור המקיים יחס זה נקרא וקטור עצמי של .T  השייך לערך העצמי . 
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   1,1, 2 3 1,1, 2T      ולכן 1,1, 2  הוא ערך עצמי. 3הוא וקטור עצמי ו 



 כיצד נמצא וקטור עצמי וערך עצמי להעתקה ליניארית?
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 נמצא את הערכים העצמיים 
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1שימו לב שיש לבדוק עבור   .בנפרד 

,0יש שני ערכים עצמיים  1    

0אם    נקבל שהווקטור העצמי הוא פתרון של המערכת 
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1אם    נקבל שהווקטור העצמי הוא פתרון של המערכת 
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 תרגיל

במרחב  2 x  ( נתון הבסיס: 2)מרחב הפולינומים הממשיים ממעלה קטנה או שווה ל 



      2

1 2 31 , 1 ,P x x P x x P x x x      .T ה את המרחב הנ"ל היא העתקה ליניארית המעתיק

לעצמו כך שמתקיים:          2

1 2 31, 2 ,T P x T P x x T P x x   . 

1הוכח ש   .הוא ערך עצמי ומצא בסיס למרחב העצמי הנתון 

 פתרון

 נמצא את המטריצה המתאימה לפי הבסיס הסטנדרטי

               

         

1 2 1 2

2 2

3 1 2

1 1
1 1.5 0.5 , 0.5 0.5 ,

2 2

1
0.5 0.5

2

T T P x P x x T x T P x P x x

T x T P x T P x P x x x

        

     

 

 
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0 0 1

T

 
 
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 

 

 ך העצמינחשב את הער
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    

  

1ולכן     הוא ערך עצמי. )מכיוון שביקשו להוכיח אין צורך לפתור

 אלא רק להציב ולבדוק(

 נחשב את הבסיס לווקטור העצמי כלומר נמצא בסיס למרחב הפתרונות של המערכת
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   
   

הוא  ולכן הווקטור העצמי  1,0, 1 

שימו לב שאכן  2 21 1T x x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 3תרגול 

 תזכורת

v. )ז"א לכל וקטור Vבמרחב וקטורי  B'לבסיס  Bמטריצת המעבר מבסיס  Pתהי  V  מתקיים

   
'B B

P v v  אזי עבור כל העתקה ליניארית ):T V V  מתקיים   1

'B B
T P T P. 

 מסקנה 

אם  
'B

T  לכסינה אז קיים בסיסB  כך ש 
B

T אלכסונית 

 הגדרה

T:העתקה ליניארית  V V  נקראת לכסינה אם קיים בסיסB  כך שהמטריצה 
B

T .אלכסונית 

 דוגמא

:22הראה שהעתקה ליניארית  RRT      






 


2

3
,

2

3
,

abba
baT   לכסינה ומצא בסיסB  כך ש

 
B

T .אלכסונית 

 פתרון

  






 


2

3
,

2

3
,

abba
baT המטריצה המתאימה לפי הבסיס הסטנדרטי היא 













5.15.0

5.05.1
  

 הינה  Tנקבל כי המטריצה המייצגת את  אלגוריתם ללכסון מטריצהוהפעלת  ערכים עצמייםלאחר מציאת 

 

 כאשר 

 לכן לפי התכונות של מטריצה מייצגת מתקיים 

 
 

 תרגיל

2יהי  2:T   העתקה ליניארית אשר משקפת נקודות ביחס לישרy kx  0)כאשרk .) 

הראה כי  .א   1 21, , ,1v k v k    הם וקטורים עצמיים שלT. 

 כזו. Dללכסון, ומצא הצגה אלכסונית -ניתן Tכי הראה  .ב

 פתרון

http://www.math-wiki.com/index.php?title=%D7%95%D7%A7%D7%98%D7%95%D7%A8_%D7%A2%D7%A6%D7%9E%D7%99
http://www.math-wiki.com/index.php?title=%D7%95%D7%A7%D7%98%D7%95%D7%A8_%D7%A2%D7%A6%D7%9E%D7%99
http://www.math-wiki.com/index.php?title=%D7%90%D7%9C%D7%92%D7%95%D7%A8%D7%99%D7%AA%D7%9D_%D7%9C%D7%9C%D7%9B%D7%A1%D7%95%D7%9F_%D7%9E%D7%98%D7%A8%D7%99%D7%A6%D7%94
http://www.math-wiki.com/index.php?title=%D7%90%D7%9C%D7%92%D7%95%D7%A8%D7%99%D7%AA%D7%9D_%D7%9C%D7%9C%D7%9B%D7%A1%D7%95%D7%9F_%D7%9E%D7%98%D7%A8%D7%99%D7%A6%D7%94


 
 

הוא  AB. שיפוע הישר Aהיא שיקוף לנקודה  Bהנקודה 
1

k
  ולכן משוואת הישר שעוברת שרך הנקודה

הנקודה  ,a b  היא 
1 1 a

y b x a y x b
k k k

        . 

yנמצא את נקודת החיתוך עם הישר  kx . 2

2

1
1

1

a a bk
kx x b k x a bk x

k k k


         


 

ולכן נקודת החיתוך היא 
 

2 2
,

1 1

a bk ka bk

k k

 
 

  
 .ABהאמצע של הקטע שהיא בעצם נקודת  

היא  Bהנקודה 
2 2

2 2

2 2
,

1 1

a bk ak b ak bk

k k

     
 

  
. 

ההעתקה הליניארית היא  
2 2
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2 2
, ,
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a bk ak b ak bk
T a b

k k
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  

  
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המטריצה המתאימה היא  
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נמצא את הערכים העצמיים 
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1עבור    נקבל שהווקטור העצמי הוא פתרון של המערכת 
2 2
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    

כאשר   1,k .הוא פתרון ולכן וקטור עצמי 



1עבור     נקבל שהווקטור העצמי הוא פתרון של המערכת 
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    

כאשר   ,1k  הוא פתרון ולכן וקטור

 עצמי.

 

 פולינום אופייני

0יש לפתור את המשוואה  Aתזכורת: ראינו שכדי למצוא ערכים עצמיים למטריצה  AI. 

 הגדרה

מוגדר כ  Aהפולינום האופייני של מטריצה   AIpA  . 

 הערה

VVTעבור העתקה ליניארית  :  נבחר בסיס כלשהוB  ונבנה את המטריצה המייצגת BBT  נגדיר את

הפולינום האופייני של ההעתקה הליניארית ע"י    BBT TIp  . 

 היטב ז"א שהוא אינו תלוי בבחירת הבסיס. נראה שהפולינום האופייני מוגדר

ונתבונן במטריצה  Eניקח בסיס אחר  EET. 

בסמסטר א ראינו שהמטריצות  BBT , EET  דומות, כלומר קיימת מטריצה הפיכהP  כך ש

    PTPT
B

B

E

E

1. 

אותו פולינום אופייני ולכן ראינו בהרצאה שלמטריצות דומות  Tp  מוגדר היטב ואינו תלוי בבחירת

 הבסיס.

 תרגיל

הוכח, לכל מטריצה ריבועית  FMA n  מתקיים  












 A

n

A pp. 

 פתרון

קבל ש מהגדרת הפולינום האופייני נ  AIpAIp AA 
















 ,. 

ראינו בסמסטר קודם שלכל מטריצה ריבועית  FMB n  מתקייםBB n . 

AIBנסמן  



AIBואז     סה"כ נקבל ש .  













 A

nn

A pBBp. 

 חילוק פולינומים

ני פולינומים בהרצאה הוכחתם שלכל ש   xgxf  כך שמתקיים: ,qrקיימים פולינומים  ,

1.        xrxgxqxf . 

2.    xgxr degdeg . 

 תרגיל

הוכח ש  xr .מהמשפט הקודם הוא יחיד 

 פתרון

נניח שקיימים        xqxqxrxr 2121  ני התנאים.שמקיימים את ש ,,,

כלומר:                          xrxgxqxrxgxqxfxrxrxgxqxgxq 22111221  

מצד אחד             xqxqxgxrxr 2112 degdeg  מצד שני ,      xgxrxr degdeg 12 . 



סה"כ קיבלנו ש          xgxqxqxg degdeg 21 . 

 מעלה של מכפלה של פולינומים קטנה ממעלה של אחד מהגורמים במכפלה אם ורק אם היא שווה לאפס.

סה"כ קיבלנו ש             02121  xgxqxgxqxrxr. 

 הגדרה

gfפולינומים  2עבור  שלהם אם  (gcd)הוא המחלק המשותף המקסימלי  dאנו אומרים שפולינום מתוקן  ,

gfהוא מחלק את  gfשמחלק את  hולכל פולינום מתוקן  , , h .מחלק אותו 

 טענה

d .מההגדרה קיים והוא יחיד 

 הוכחה

 נשתמש בתרגיל הקודם ובמשפט מההרצאה.

gfנתונים שני פולינומים   יש להוכיח שקיים להם מחלק משותף מקסימלי. ,

rqgfכך שמתקיים  ,qrקיימים פולינומים יחידים  על פי המשפט מההרצאה והתרגיל הקודם  באותו ,

11כך ש  rq,11אופן ניתן למצוא  rrqg   22כעת ניתן למצוא ,rq  1עבור,rr ...וכן הלאה 

nnבכל שלב  rr degdeg 1  1, ולכן ניתן לבצע לכל היותרdeg g .צעדים כאלה 

nnברגע ש  rr 1  1אנו מקבלים שnr  מחלק את כל הקודמים, כולל הפולינומיםgf והוא המחלק המשותף  ,

 המקסימלי.

 הערה

ניתן לבטא כביטוי מהצורה  dהפולינומים המתקבלים מההוכחה נקבל כי  ע"י הצבה לאחור של

       xgxbxfxa . 

 דוגמא

נמצא את המחלק המשותף של     22,173 223  xxxgxxxxf. 

: 1שלב    172213173 223  xxxxxxx. 

 1בשלב     17,122  xxrxxxg. 

: 2שלב  
49

85
17

49

13

7

1
222 








 xxxx. 

  2בשלב    
49

85
,17 1  xrxxr. 

rr1  ואז המחלק המשותף המקסימלי 
49

85
1 xr  1והפולינום המתוקן הוא. 

 בעזרת הצבה לאחור נקבל:

: 2משלב  
49

85
17

49

13

7

1
222 








 xxxx 

: 1משלב    172213173 223  xxxxxxx 

נציב ונקבל 

    

     
49

85
22113

49

13

7

1
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7

1
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7

1
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2232
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
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


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










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





xxxxxxxx

xxxxxxxxx

 

 הגדרה

gfשני פולינומים   נקראים זרים. 1שהמחלק המשותף המקסימלי שלהם הוא  ,

 תרגיל



gfהוכח שאם   .hgאז  hעבור פולינום כלשהו  fhgזרים,  ,

 תרוןפ

כך ש  ,baמההערה הקודמת קיימים         1 xgxbxfxa. 

  bghafhbgafhhh  1. 

cgfhכך ש  cכלומר קיים פולינום  fhgנתון ש  . 

 bhacgbghacghh  1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4תרגול 

 ריבוי אלגברי וריבוי גיאומטרי

 הגדרה

nתהיי  .1 nA  נניח ש .      kl

k

l

A xxxP   ...1

1 .il  נקרא הריבוי האלגברי שלi. 

 .iשווה למימד של המרחב העצמי של  iהריבוי הגיאומטרי של  Aערך עצמי של  iלכל  .2

 משפט

nתהיי  nA  :נסמן .m  ריבוי אלגברי של ערך עצמי .k ערך עצמי  ריבוי גיאומטרי של. 

nmkאזי:   1. 

 מסקנה

nאם למטריצה  nA   ישn  ערכים עצמיים שונים אזA .לכסינה 

 הוכחה

 :לכל ערך עצמי      11

1 ... kA xxxP   1"א זm  111ולכן   kk. 

 לכסינה. Aוקטורים עצמיים בת"ל ז"א  nלכל ערך עצמי יש וקטור עצמי יחיד ובסה"כ יש 

   תרגיל

נתונה המטריצה 
























311

131

113

A. 

 והריבויים האלגבריים והגיאומטריים שלהם. Aמצא את כל הערכים העצמיים של  .א

APPDכך ש  Dהפיכה ומטריצה אלכסונית  Pמצא מטריצה לכסינה ו Aהסבר מדוע  .ב 1. 

 .Aיו הם הווקטורים העצמיים של שאיבר 3Rמצא בסיס של  .ג

 פתרון

נחשב את הפולינום האופייני  
























311

131

113







 AIPA. 

 נדרג את המטריצה

 

 




































































































4500

440

311

1340

440

311

113

131

311

311

131

113

2

2

3

332

331

221

31


























RRR

RRR
RRR

RR

ה

 פעולה האלמנטארית היחידה שמשנה את ערך הדטרמיננטה היא החלפת השורות.

  












































1400

440

311

311

131

113













. 

 לת האלכסון נותנת את הדטרמיננטהבמטריצה משולשית מכפ



   14

311

131

113
2
































. 

 קיבלנו שני ערכים עצמיים.

1  וקטן או שווה לריבוי האלגברי ואז הריבוי  1. הריבוי הגיאומטרי גדול או שווה ל 1ריבוי אלגברי

 .1הגיאומטרי הוא 

4  2ריבוי אלגברי. 

 הריבוי הגיאומטרי, ז"א את המימד של המרחב העצמי.נמצא את 

במטריצה  4נציב 






















311

131

113







ונקבל  






















111

111

111

. נמצא את המימד של מרחב 

האפס של המטריצה 






















111

111

111

. 















 


























000

000

111

111

111

111
331

221
RRR
RRR

. 

 .2והריבוי הגיאומטרי הוא  2של מרחב האפס הוא יש שני משתנים חופשיים, ולכן המימד 

 

 

 

 סעיף ב

 .1נמצא את הבסיס של המרחב העצמי שמתאים לערך עצמי 

במטריצה  1נציב 






















311

131

113







ונקבל  






















211

121

112

. 

נמצא את הבסיס של מרחב האפס של המטריצה 






















211

121

112

. 

נדרג את המטריצה 

































































 






000

110

112

330

330

112

211

121

112
22

332

331

221

3

1

2
2 RR

RRR

RRR
RRR
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 .zהמשתנה החופשי 

1,1ואז  1zנבחר   xy  הבסיס הוא


































1

1

1

B. 

 .4נמצא את הבסיס של המרחב העצמי שמתאים לערך עצמי 



מסעיף א יש למצוא בסיס למרחב האפס של המטריצה 














 

000

000

111
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 .,zyהמשתנים החופשיים הם 

0,1נבחר   zy  1ואזx 1,0. נבחר  zy  1ואזx. 

הבסיס הוא 

































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














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1
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1

0

1

B. 
























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



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
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 סעיף ג

מסעיף ב נקבל את הבסיס 


































































1

1

1

,

0

1

1

,

1

0

1

B. 

 תרגיל

 .1יש ערך עצמי  1Aאז ל  Aערך עצמי של  הפיכה ו  Aא. הראו כי אם 

 

1,3יש ערכים עצמיים  Aב. נתון כי ל     מה הם הערכים העצמיים שלIAIAA 2,4,2 . 

 פתרון

 סעיף א

כך ש  vאז קיים וקטור שונה מאפס  Aערך עצמי של  אם 

    vAvvAvAvAvA    111111
 כדרוש. 

 סעיף ב

2211כך ש  vv,21קיימים וקטורים שונים מאפס  ,3 vAvvAv . 

   

    22222

2

11111

2 933

vAvvAAvAvA

vAvvAAvAvA




הערכים העצמיים של  

2A  9,1הם. 

 
  222222

111111

222

52322

vvvvAvvIA

vvvvAvvIA




IAהערכים העצמיים של  2  5,1הם. 

 
  222222

111111

5444

4344

vvvvAvvIA

vvvvAvvIA




IAהערכים העצמיים של   4  5,1הם. 

 תרגיל

VVTתהי  : .העתקה נילפוטנטית. מצא את כל המקרים שבהם הריבוי האלגברי שווה לריבוי הגיאומטרי 

 פתרון

 ".1לה שהערך העצמי היחידי הוא "נוכיח תחי



כך ש  0vז"א קיים  0נניח שקיים ערך עצמי     vvTvvT nn    ולכן לא קייםNn 

כך ש   0vT n  בסתירה לכך שVVT : .נילפוטנטית 

הוא בהכרח  Tו  T", אזי כל וקטור מתאפס ע"י 1" שווה לריבוי האלגברי של "1יבוי הגיאומטרי של "אם ר

 "1העתקת ה "

 תרגיל

יהי  xP3  3מרחב כל הפולינומים במשתנה אחד ממעלה קטנה או שווה ל. 

תהי    xPxPD 33:   המוגדרת ע"י גזירת פולינום. מצא את הריבוי האלגברי והריבוי הגיאומטרי של כל

 .ערך עצמי 

 פתרון

D " ולכן הריבוי האלגברי 1העתקה נילפוטנטית, ולכן הערך העצמי היחידי שלה )לפי תרגיל קודם( הוא ,"

 ".1ס ע"י גזירה אם ורק אם הוא פולינום קבוע והריבוי הגיאומטרי הוא ". פולינום מתאפ4שלה הוא 

 משפט

nהפולינום האופייני של  nA : 

 .nמתוקן ומעלתו  .א

אם  .ב  0

1

1 ...: axaxxp n

n

n

A  

  אז  Aa
n

10   ו Atran 1. 

 ד אמוע 2112תרגיל ממבחן 

AAמצא את הערכים העצמיים של המטריצה  t | כאשר ,A  היא מטריצת שורה  n

n Caa  1

1,...,. 

 פתרון

2אז הערך העצמי הוא פשוט  1nאם 

1a. 

 1nנניח ש 

מכיוון ש    ArankBArank   ו  1Arank  נקבל ש  1AArank t
. 

AAנקבל שהמימד של מרחב האפס של  1nמכיוון ש  t|
שונה מאפס מכיוון ש  

     01dim  nAAranknAAN tt  יצה הוא ערך עצמי של המטר 0ולכןAA t|  עם ריבוי

 .1nגיאומטרי גדול או שווה ל 

AAאז  nאם הריבוי הגיאומטרי שווה ל  t|  הוא ערך עצמי שלה. 0היא מטריצת האפס ו 

ז"א הפולינום האופייהי הוא  1nאז הריבוי האלגברי הוא לפחות  1nאם הריבוי הגיאומטרי שווה ל 

מהצורה     11   nnn

A axxaxxxp  0)שימו לב שהפולינום מתוקן וייתכן שa(  ומכיוון

שווה ל  1nהמשתנה אז המקדם של  nשהפולינום האופייני ממעלה  AAtr t  ז"א הערך העצמי השני הוא




n

i

ia
1

2. 

 משפט

כאשר  Ap  מתפרק לגורמים ליניאריים 

A  לכסינה שווה לריבוי האלגברי שלו. הריבוי הגיאומטרי של כל ערך עצמי 

 תרגיל

 הוכח או הפרך: אם לשתי מטריצות יש אותו פולינום אופייני אזי הם דומות.

 פתרון

 לא נכון.



ורדן 'דוגמא נגדית: ניקח בלוק ז 
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1...

0....

...10

0.011

nJ  הפולינום האופייני שלו הוא n1. 

ז"א  1והריבוי הגיאומטרי הוא  nהריבוי האלגברי של הערך עצמי הוא  nJ  ובפרט לא דומה לא לכסינה

הוא  I. הפולינום האופייני של המטריצה Iלמטריצה האלכסונית  n1. 

 אופייני זהה והפרכנו את הטענה. הראינו שתי מטריצות דומות עם פולינום

 תרגיל

022אינה הפיכה, ומתקיים  Aכך ש  3מטריצה ממשית מסדר  Aתהיי   IAIA. 

 לכסינה.  Aהוכח כי 

 פתרון

 ערך עצמי.  0ש אינה הפיכה נקבל  Aמכיוון ש 

022מכיוון ש    IAIA  2,2נקבל ש   .ערכים עצמיים 

 , סה"כ המטריצה לכסינה.3קיבלנו שלושה ערכים עצמיים שונים והמטריצה מסדר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 5תרגול 

 משפט השילוש
n nA   דומה למטריצה משולשית עליונה  Ap  מתפרק לגורמים ליניאריים מעל. 

 אלגוריתם לשילוש מטריצה

 .Bונשלים אותו לבסיס  E: ניקח את האיחוד של הבסיסים למרחבים העצמיים 1שלב 

APPQונביט במטריצה  Pבעמודות מטריצה  B: נשים את וקטורי 2שלב  1. 

Ek: נסמן 3שלב   נסמן ב .kQ  את המטריצה המתקבלת מQ י מחיקת על ידk    השורות הראשונות ו

k .העמודות הראשונות 

 :4שלב 

 .5משולשית עליונה, במקרה זה נעבור לשלב  kQ  - 1אפשרות 

יך בתהליך עד שנקבל מטריצה שהיא ונמש 1לא משולשית עליונה, במקרה זה נחזור לשלב  kQ - 2אפשרות 

 1, מכיוון שמטריצה מסדר Qקטן ממש מסדר המטריצה  kQמשולשית עליונה. נשים לב שסדר המטריצה 

 1Pהיא משולשית עליונה התהליך הרקורסיבי יסתיים. לאחר סיום התהליך הרקורסיבי נקבל מטריצה 

1שעבורה 

1

1 APPQk


. 

11: נסמן 5שלב  ' PIP k  כאשר ,kI  הינה המטריצה היחידה מגודלk. 

: המטריצה 6שלב    '''' 1

1

11

11

1 PPAPPAPPPP
  .היא משולשית עליונה 

 דוגמא

 נשלש את המטריצה
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3321

12952
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5431
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 ראשית נמצא את הפולינום האופייני:

     22
21  xxxPA 

 הפולינום האופייני מתפרק לגורמים לינאריים, לכן המטריצה ניתנת לשילוש.

 .2,1הערכים העצמיים הינם 

לאחר חישוב בסיסים לערכים העצמיים אנו מקבלים:      1,2,0,1,0,1,2,1 21  spanVspanV. 

נסמן     1,2,0,1,0,1,2,1 E .ונשלים אותו לבסיס 

        1,0,0,0,0,1,0,0,1,2,0,1,0,1,2,1 B. 

 נסמן
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 וכעת נקבל
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1APPQ. 
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5.25.0
2Q  במקרה זה קיבלנו מטריצה לכסינה ועבור
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1P נקבל 
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סמן לבסוף נ
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 סה"כ נקבל 
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 משפט קיילי המילטון

אם  xpA  הוא הפלינום האופייני של מטריצהA  אז  0ApA. 

 תרגיל

נתונה המטריצה 
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A  235הוכח כי 1213 AAA . 

 פתרון

ונקבל  Aנמצא תחילה את הפולינום האופייני של     312  xxxxpA ממשפט קיילי המילטון נקבל .

ש   0ApA  כלומר   0334 2234  IAIAAAAA  נכפול פיA  בשני האגפים ונקבל 
345 34 AAA   234הראינו ש 34 AAA   ולכן  233235 12133344 AAAAAA . 

 תרגיל

מטריצה מרוכבת  Aתהא 
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 ניתנת ללכסון. Aהוכח ש  .א

דומה ל  Aהוכח ש  .ב
tA. 

dcbaמצא מספרים מרוכבים  .ג כך ש  ,,,
32

4

1 dAcAbAaIA 
. 

 פתרון

 סעיף א



A .מטריצה משולשת עליונה, לכן האיברים על האלכסון הם הערכים העצמיים 

1,,,1הם  Aהערכים העצמיים של  4321   ii 

 .Aערכים עצמיים שונים כסדר המטריצה  A 4ל 

 ערכים עצמיים שונים אז היא לכסינה. nיש  nבהרצאה ראיתם שאם למטריצה מסדר 

 סעיף ב

APPDאלכסונית המקיימות  Dהפיכה ו  P לכסינה, לכן קיימת Aהוכחנו בסעיף קודם כי  1. 

נקבל ש     111 
 PDPAPDPAPDPA

tttttt. 

QPנסמן  t   מכיוון ש ,D  מטריצה אלכסוניתDD t   ואז נקבלDQQAt 1. 

 דומות. ,tAAומטרנזיטביות בדמיון מטריצות נקבל ש  Dדומות לאותה מטריצה  ,tAAקיבלנו כי 

 סעיף ג

 .1Aהפיכה וקיימת  A, לכן Aאינו ערך עצמי של  0ראינו כי 

A :מסעיף א נקבל שהפולינום האופייני של        111 4  xxixixxxpA. 

 , לכן Aשורש של הפולינום האופייני של  Aלפי משפט קיילי המילטון 

044331  IAIAIAAAA. 

1,0לכן   dcba. 

 

 הגדרה

, מסומן Aמטריצה ריבועית. הפולינום המינימלי של  Aתהי  xmA הוא הפולינום המתוקן מהדרגה ,

הנמוכה ביותר המקיים   0AmA. 

 הערה

01הינו פולינום מהצורה  פולינום מתוקן

1

1 ... axaxax n

n

n  

 כלומר המקדם של המשתנה בעל ,

 החזקה הגבוהה ביותר הינו אחד.

 תכונות

כך ש  fלכל פולינום  .1  0Af  מתקיים   xfxmAהמילטון נובע כי -, בפרט ממשפט קיילי

 מחלק את הפולינום האופייני.הפולינום המינימלי 

לפולינום האופייני והפולינום המינימלי בדיוק אותם גורמים אי פריקים. בפרט, השורשים של  .2

 הפולינום המינימלי הם הערכים העצמיים של המטריצה.

 מסקנה

על מנת לחשב את הפולינום האופייני, נמצא את הפולינום המכיל את הגורמים האי פריקים של הפולינום 

 אופייני, בחזקות הכי נמוכות, המאפס את המטריצה.ה

 תרגיל

 הוכח כי למטריצות דומות אותו פולינום מינימלי.

 פתרון

המטריצות  fדומות אז לכל פולינום  ,BAתחילה נוכיח שאם המטריצות    BfAf  דומות. ,

נסמן   01

1

1 ... axaxaxaxf n

n

n

n  

 מכיוון ש .BA,  דומות קיימת מטריצה הפיכהP  כך ש

BPPA 1  ואז לכלn  טבעי מתקייםPBPA nn 1. 

         
         PBfPPaBaBaBaPaBPPaPBPaPBPa

aBPPaBPPaBPPaBPPfAf

n

n

n
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





 יצת האפס עצמה.המטריצה היחידה הדומה למטריצת האפס הינה מטר

דומות אז  ,BAאם    BfAf דומות ולכן  ,  0Af  אם ורק אם  0Bf. 



כיוון שהפולינומים המאפסים מטריצות דומות הם אותם פולינומים, בפרט המינימלי המתוקן מביניהם הוא 

 אותו אחד.

 תרגיל

כך שהפולינום המינימלי שלה הינו ריבועית  A תהי   2
1 xxmA. 

יהא   342  xxxf  הוכח כי המטריצה Af .הפיכה 

 פתרון

    IAIAIAIAAAf  62634
22. 

נוכיח ש   0Af   ואז המטריצה Af .הפיכה 

נניח בשלילה ש   0Af  060ז"א
3

1



 IAIA  ואז

3

1
 הוא ערך עצמי של המטריצה ,

 אבל הוא אינו שורש של הפולינום המינימלי הנתון.

 תרגיל

AAמטריצה אידמפוטנטית, כלומר  Aתהי  2. 

 ?Aולערך עצמי של  Aמהן האפשרויות לפולינום המינימלי של  .1

 מתפרק לגורמים ליניאריים. Aהוכח כי הפולינום האופייני של  .2

מהן האפשרויות עבור  .3 Atr? 

 פתרון

 1סעיף 

AAהשוויון  2  שקול לכך שהפולינום  xxxf   .Aמאפס את המטריצה  2

 כיוון שהפולינום המינימלי מחלק כל פולינום המאפס את המטריצה, האפשרויות לפולינום המינימלי הן:

       1,1, 321  xxxfxxfxxf. 

 2סעיף 

ולינום האופייני מופיעים בפולינום המינימלי, ומכיוון שהפולינום כיוון שהגורמים האי פריקים של הפ

 המינימלי כאן מכיל רק גורמים ליניאריים, הפולינום האופייני חייב להתפרק לגורמים ליניאריים.

 3סעיף 

כיוון שהפולינום האופייני מתפרק לגורמים ליניאריים, המטריצה ניתנת לשילוש. כיוון שלמטריצות דומות 

 של המטריצה ניתנת לשילוש הוא סכום הערכים העצמיים כולל חזרות. trace, נובע שה traceאותו 

 מכיוון שהערכים העצמיים מופיעים על האלכסון של הצורה המשולשית.

 , nל  1הן כל מספר טבעי בין  traceסה"כ נקבל שהאפשרויות ל 

 .  1כתלות בריבוי האלגברי של הערך העצמי 

 ניתן למצוא דוגמאות עבור כל אחד מהמקים.

 תרגיל

מצא את הפולינום המינימלי של המטריצה 
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A. 

 פתרון

הפולינום האופייני הוא      21
2

 xxxPA. 

 לכן שתי האפשרויות היחידות לפולינום המינימלי הן:

   21
2

 xx ,  21  xx. 

נציב את המטריצה בפולינום   21  xx .ואכן נקבל אפס 

הפולינום המינימלי הוא     21  xxxmA. 



 תרגיל

הוכח כי הפולינום המינימלי של מטריצת הבלוקים 









B

A
BA

0

0
הוא      xmxmlcm BA ,. 

 פתרון

מתקיים  fלכל פולינום      BfAfBAf . 

לכן אם   0BAf  אזי  0Af  וגם  0Bf. 

לכן    xfxmA  וגם   xfxmB כלומר ,f  הוא כפולה משותפת של   xmxm BA ,. 

 כל כפולה משותפת של הפולינומים המינימליים תאפס את מטריצת הבלוקים.

המינימלי מבין כל הכפולות המשותפות הוא     xmxmlcm BA ,. 

 תרגיל

יהי  2V P  ( ותהיי  2ממעלה קטנה או שווה ל  )ז"א מרחב הפולינומים מעלVVT :  המוגדרת

ע"י           xpxxpxxpxpT '''1 2  כאשר xp'  היא הנגזרת הראשונה של xp ו

 xp היא הנגזרת השנייה של  '' xp. 

חשבו את המטריצה  .א T ביחס לבסיס הסטנדרטי  2,,1 xx. 

 .Tשל  הערכים העצמייםחשבו את  .ב

 .Tחשבו את הפולינום המינימלי של  .ג

 פתרון

 סעיף א

 נמצא תחילה את המטריצה המייצגת ביחס לבסיס הסטנדרטי.
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 סעיף ב

ריצה משולשית עליונה ולכן הפולינום האופייני הוא המט     21
2

 xxxpA 

 .2,1הערכים העצמיים הם: 

 סעיף ג

הפולינום האופייני הוא      21
2

 xxxpA 

 לכן שתי האפשרויות היחידות לפולינום המינימלי הן:

   21
2

 xx ,  21  xx. 

נציב את המטריצה בפולינום   21  xx  0ונקבל
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המינימלי הוא    21
2

 xx. 

 

 

 

 

 

 



 

 6תרגול 

 תת מרחבים אינוריאנטים

 הגדרה

VVTיהי  :  אופרטור, תת מרחבVU    תחת ייקרא( אינווריאנטיT אם לכל )Uu  מתקיים

  UuT . 

 דוגמא

3יהי  3:T   העתקה ליניארית המוגדרת ע"י   0,,,, zyyxzyxT . 

המרחב הוקטורי   , ,0 ,U a b a b   תחת הוא אינווריאנטי(T מכיוון ש )

    UbbabaT  0,,0,,. 

 טענה

VVTיהי  :  ,אופרטורVU   תחת( תת מרחב אינווריאנטיT ו ,)E  בסיס שלU אזי .

UUT
U

:  אופרטור וניתן להציג אותו כמטריצה 
EU

T . 

 דוגמא

3נתבונן בדוגמא הקודמת  3:T   מוגדר ע"י   0,,,, zyyxzyxT . 

  , ,0 ,U a b a b   והבסיס הוא    0,1,0,0,0,1E  כעת נציג את המטריצה 
EU

T. 

       

       0,1,010,0,110,1,10,1,0

0,1,000,0,110,0,10,0,1





U

U

T

T
ולכן המטריצה המתאימה היא    










10

11

EU
T. 

 הערה

VVTעבור אופרטור  :  אםE  קבוצה בת"ל כך שSpanE  תת מרחב אינווריאנטי אז ניתן לקבל את

המטריצה  
ESpanE

T. 

 דוגמא

3יהי  3:T   העתקה ליניארית המוגדרת ע"י   zyxyxzyxT ,,,, . 

הקבוצה     1,0,0,0,1,1E  בת"ל כך שSpanE  אינווריאנטי תחתT . 

כעת נציג את המטריצה  
ESpanE

T: 

       

       1,0,010,1,101,0,01,0,0

1,0,000,1,120,2,20,1,1





SpanE

SpanE

T

T
     










10

02

ESpanE
T. 

 תרגיל

VVTמרחב וקטורי,  Vיהי  :  ,העתקה ליניאריתW  מרחבT .אינווריאנטי 

הוכח:     TT
pp

w

. 

 פתרון

WVאם    אז    TT
pp

w

  ו    TT
pp

w

. 

WVנניח ש  . 

נסמן  kwww ,...,,  .Wבסיס של  21

עם וקטורים  Vשל  Bלבסיס  Wנשלים את הבסיס של  knvvv ,...,, 21. 

 .Bביחס לבסיס  Tנתבונן במטריצה המייצגת של 



kiלכל  1  מתקיים  WwT i  לכן קיימים ,     i
k

ii  ,..,, יחידים כך ש  21

       
k

i

k

ii

i wwwwT   ...2211. 

ו  Vתת מרחב של  Wבנוסף  knk vvwww ,...,,,...,, ולכן ההצגה היחידה של  Vבסיס של  121 iwT 

כצירוף ליניארי של איברי הבסיס הנ"ל היא 

       
knk

i

k

ii

i vvwwwwT  0...0... 12211 . 

כלומר  Bס ביחס לבסי Tמטריצה המייצגת של  BBT היא 

 
 הפולינום האופייני ייראה כך:

 
 מחישוב דטרמיננטה של מטריצת בלוקים נקבל

 
נשים לב שהפולינום האופייני של 

W
T הוא 

    



 והוכחנו את הדרוש.

 

 למה

VVTיהי  : .אופרטור 

kUUUVיהי  .1  kiסכום ישר של מרחבים אינווריאנטים, ולכל  21... ,...,1 יהי ,iB 

kBBBB. נסמן iUבסיס של    . אזי21...

                          
 מצד שני, אם .2

                              
kBBBBלאיחוד זר,  Bבלוקים, אז יש חלוקה של -מטריצה אלכסונית  , כך שלכל 21...

ki ,...,1 התת מרחב ,ii SpanBU   הוא אינווריאנטי, ו  iB AT
i
. 

 דוגמא

 ראשון של הלמהבעזרת החלק השני של הלמה נבנה דוגמא לחלק ה

 להיות הבסיס הסטנדרטי ונתבונן במטריצה Bניקח את 

 
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5נגדיר את ההעתקה הליניארית  5:T   ע"י 

   wtwtzyxzyxzxwtzyxT 43,2,22,2,,,,,  

כעת            1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1 21  BB 

2211נשים לב שהתת מרחבים  , SpanBUSpanBU   הם אינווריאנטים ואז כדי לקבל חזרה את BT 

נבנה את  
1BT  ואת 

2BT נקבל ש . 
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
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21
2BT. 

נקבל את מטריצה הבלוקים הדרושה 
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ת סדר האיברים בבסיס נקבל את מטריצת הבלוקים נשים לב שאם נשנה א
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 מרחבים עצמיים מוכללים

 הגדרה

nVמרחב וקטורי כך ש  Vיהי  dim לכל ערך עצמי  שלTכלל , נגדיר את המרחב העצמי המו

      0:ker  vITVvITTKK
nn

. 

 דוגמא

עבור המטריצה 






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
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




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157

113

נקבל שהפולינום האופייני הוא     42
2

   ולכן הערכים העצמיים

2,4הם  . 

 .4נמצא את המרחב העצמי המוכלל עבור הערך העצמי 







































































































































000

110

113

111

113

113

216216216

108108324

108108324

666

117

117

363636

121248

121248

666

117

117
3

מרחב האפס הוא   1,1,0Span. 

 2באותו אופן ניתן למצוא את המרחב העצמי המוכלל עבור הערך העצמי 
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מרחב האפס הוא     1,1,1,0,1,1Span. 

 הגדרה

קבוצה מהצורה  vTvvTvTE m ,,,..., 21  01כאשר  vT m  0וvT m תיקרא מסלול מאורך ,m. 

 הערה

 הוכחתם בהרצאה שכל מסלול היא קבוצה בת"ל.

 דוגמא

 ניקח מהדוגמא הקודמת את המטריצה




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
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
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והווקטור   1,1,1  ואז    1,1,1,0,1,1E המתאים. הוא המסלול 

 טענה

  0,:  vITkVvK
k

   ובנוסףK  אינוריאנטי תחתT. 

 משפט

kמתפרק לגורמים ליניאריים מעל השדה. יהיו  Tנניח שהפולינום האופייני של  ,...,, הערכים  21

. אזי Tהעצמיים השונים של 
k

KKKV  ...
21
  פירוק שלV  לסכום ישר של תת מרחבים

 אינוריאנטים.

 

 

 



 

 

 דוגמא

עבור המטריצה מהדוגמא הקודמת 
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הפולינום האופייני מתפרק לגורמים ליניאריים  

   42
2

 . 

ש ראינו   1,1,04 SpanK   ו    1,1,1,0,1,12  SpanK. 

נראה ש   1,1,04 SpanK  תת מרחב אינוריאנטי 
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נראה ש     1,1,1,0,1,12  SpanK תת מרחב אינוריאנטי 
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 הערה

מכיוון ש     35 , xxmxxp AA  :יכולנו לדעת מראש שאחת משתי האפשרויות חייב להתקיים 

 : שלושה מסלולים: מסלול עם שלושה איברים ושני מסלולים עם איבר אחד כל מסלול.1ת אפשרו

 : שני מסלולים: מסלול אחד עם שלושה איברים ומסלול אחד עם שני איברים.2אפשרות 

 .2בתרגיל קיבלנו את אפשרות 
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 8תרגול 

 ורדן'משפט ג

nתהיי  .3 nA   מטריצה שהפולינום האופייני שלה מתפרק לגורמים ליניאריים. אזיA  דומה

ורדן 'בלוקים שכל בלוקיה הם בלוקי ג-למטריצה אלכסונית mJ: 

 
 

            (k  אינם בהכרח שונים(. 1,...,

VVTיהי  .4 :  אופרטור כך שהפולינום האופייני שלT  מתפרק לגורמים ליניאריים. אזיT  ניתן

 להצגה כמטריצה כנ"ל.

 הערה

 ורדן כנ"ל הן יחידות, עד כדי שינוי סדר הבלוקים.'לוקי גהצגות המטריצה או האופרטור בעזרת ב

 רדן עבור מטריצה עם ערך עצמי אחד'מציאת בסיס מג

tEEEBמטרה: מציאת בסיס מהצורה  ...21   כאשר כלiE .הוא מסלול 

nאם  nA   מטריצה עם ערך עצמי אחד  אז המטריצהn nA I    מטריצה נילפוטנטית. אם

nהפולינום האופייני של  nA   מתפרק לגורמים ליניאריים אז   nA xxp   ו   kA xxm  

nkכאשר  . 

נשים לב ש    VIAcol
k


1

. 

המרחב הקטן ביותר ברשימה הבאה, השלמתו לבסיס למרחב -על ידי התחלה מבסיס לתת Vה בסיס ל נבנ

 , עד להשלמה לבסיס למרחב כולו'הבא בתור, וכו

          VIAColVIAColVIAColVIACol
kkk




...
321

. 

 הערה

כדי למצוא בסיס ל  mIAColV   :אפשר 

לחשב את  .א mIA   ולקחת בסיסruuu ,....,,  של מרחב העמודות שלה. 21

rxxxעבור משתנים  .ב ,...,, נפתור את מערכת המשוואות  21

   0....2211  rruxuxuxIA  .וניקח בסיס למרחב הפתרונות 

 

כל וקטור בבסיס זה הוא מהצורה   vIA
j

  כך ש  0
1



vIA

j
מים כל וקטור כזה למסלול . משלי

השלם       vvIAvIAvIA
jj

,,...,,
1

 


רדן, וכל מסלול '. אוסף כל המסלולים הוא הבסיס המג

 ורדן אחד, שגודלו שווה לאורך המסלול.'תורם בלוק ג

 

היא המטריצה שעמודותיה הן אברי כל המסלולים שסללנו לעיל, מסודרים כך  Pרדנת 'המטריצה המג

APPשכותבים את סוף המסלול, וממשיכים ימינה עד להתחלת המסלול. אז  1
 .Aורדן של 'תהייה צורת ג 
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IA 2  ומתקיים  2מטריצה נילפוטנטית מסדר       24
2,2  xxmxxp AA. 

  22 VIACol . 
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 עד להשלמה לבסיס למרחב כולו. 'הבא בתור, וכו
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ורדן של המטריצה 'מצא את צורת ג

1 2 . 1

0 1 . 2

. 0 . 3

. . . . .

0 0 0 .

n n n

n n

A n

n

  
 

 
 
 
 
 
 

 

 פתרון

 נחשב תחילה את הפולינום האופיני

   

1 2 . 1

0 1 . 2

. 0 . 3

. . . . .

0 0 0 .

n

A

x n n n

x n n

f x xI A x nx n

x n

   

  

     



 

n הפולינום האופיני.עצמי היחיד מכיוון שהוא השורש היחידי של  ךהוא הער 

 נבדור מהו הריהוי הגיאומטרי של הערך העצמי שקיבלנו ז"א נחשב את המימד של מרחב האפס של המטריצה 

0 1 2 . 1

0 0 1 . 2

. 0 0 . 3

. . . . .

0 0 0 . 0

n n

n

A nI

  
 

 
  
 
 
 
 

 

 .1ולכן הריבוי הגיאומטרי הוא  1מספר המשתנים החופשיים הוא 



 ולכן המטריצה המבוקשת היא 1מספר בלוקי גורדן הוא 
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 
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 9תרגול 

 מכפלה פנימית

 מרחבי מכפלה פנימית ממשית 

 הגדרה

 .מרחב וקטורי מעל  Vיהי 

,פונקציה  :V V   נקראת מכפלה פנימית )ממשית( עלV :אם היא מקיימת את התנאים הבאים 

,אי שליליות:  .1 0v v    0ו , 0v v v  . 

,סימטריות:  .2 ,u v v u. 

,ליניאריות במשתנה הראשון:  .3 , ,v u w v w u w     . 

 דוגמא
2V  2נגדיר פונקציה  קטורי מעל מרחב ו 2, :   :באופן הבא 

עבור שני וקטורים 
1 1

2 2

,
x y

u v
x y

   
    
   

, 2ב   tu v u v. 

ז"א   1

1 2 1 1 2 2

2

,
y

u v x x x y x y
y

 
     

 
. 

למשל: 
1 2

,
1 3

u v
   

    
   

     , 5u v  . 

 מכפלה פנימית סטנדרטית –הגדרה 

,ניתן להכליל את הדוגמא הקודמת לפונקציה  : n n . 

u,עבור שני וקטורים  v  בn  , tu v u v. 

 הנ"ל נקראת המכפלה הפנימית הסטנדרטית.המכפלה הפנימית 

 תרגיל

2הראה שהפונקציה  2, :   :המוגדרת באופן הבא 

עבור שני וקטורים 
1 1

2 2

,
x y

u v
x y

   
    
   

2 2ב   2

1 1 2 2,u v x y x y  .אינה מכפלה פנימית 

 פתרון

 ורים אחת מהתכונות בהגדרת מכפלה פנימית לא מתקיימות.יש להראות שעבור שהי וקט

למשל עבור 
1 2

,
2 1

u v
   

    
    

 .
   

   

22

22

, 1 2 2 1 2

, 2 1 1 2 2

u v

v u

       

      
 תכונת הסימטריות לא מתקיימת. 

 הערה

 מהליניאריות במשתנה הראשון ומהסימטריות ניתן להראות ליניאריות במשתנה השני.

,אם  :V V  כפלה פנימית אז עבור מ, ; , ,u v w V    מתקיים 

, , , , , ,w v u v u w v w u w w v w u             . 

 תרגיל

תהי 









21

11
A :הוכח .Auvuv t,  הוא מכפלה פנימית מעלR. 

 פתרון



 נבדוק שמתקיימים שלושת התנאים:

ליניאריות ברכיב הראשון:  .1

  uvuvAuvAuvAuvvuvv tttt ,,, 21212121  . 

AAtסימטריות: נשים לב שהמטריצה סימטרית ומתקיים  .2   ולפי הגדרת מכפלה פנימיתuv, 

uvuvסקלר ולכן מתקיים 
t

,, . 

    vuAvuvAuAuvuvuv tttttttt
,,,  

אי שליליות:   .3

   

  0

2
2

,
21

11
,,

2

2

2

21

2

21221

2

1

21

21

21

2

1

21


































vvv

vvvvvv
vv

vv
vv

v

v
vvvv

 

00כאשר מתקיים שוויון 
0

0
22121 








 vvvvvv. 

 תרגיל ממבחן תשע"ג מועד א

יהי  2V x  נגדיר מכפלה פנימית על 2מרחב הפולינומים ממעלה לכל היותר .V על ידי 

212121

2

222

2

111 24, ccbbaaxcxbaxcxba  

Vxcxbaxcxbaלכל   2

222

2

111 ,. 

 .V הוכח שזו אכן מכפלה פנימית על

 פתרון

 סימטריות נובע מהקומוטטיביות בשדה וליניאריות מהפילוג בשדה.

,024נבדוק אי שליליות:  22222  cbacxbxacxbxa  נקבל שוויון רק כאשר

cba  

 הגדרה

 ה פנימית.עם מכפלה פנימית נקרא מרחב מכפל Vמרחב וקטורי 

 מרחבי מכפלה פנימית מרוכבים 

 הגדרה

 .מרחב וקטורי מעל  Vיהי 

,פונקציה  :V V   נקראת מכפלה פנימית עלV :אם היא מקיימת את התנאים הבאים 

,אי שליליות:  .1 0v v    0ו , 0v v v  . 

,: הרמטיות .2 ,u v v u. 

,ליניאריות במשתנה הראשון:  .3 , ,v u w v w u w     . 

 הערה לגבי ליניאריות במשתנה השני

נקבל במקרה זה  2בגלל השוני בתכונה 

, , , , , ,w v u v u w v w u w w v w u             . 

 אריות" במשתנה השני.ז"א "כאילו ליני

 תרגיל
2V   2נגדיר פונקציה  מרחב וקטורי מעל 2, :   :באופן הבא 



עבור שני וקטורים 
1 1

2 2

,
x y

u v
x y

   
    
   

, 2ב   tu v u v. 

 ראה שפונקציה זו אינה מכפלה פנימית.ה

 פתרון

בהגדרת מכפלה פנימית לא מתקיימת. נתבונן בווקטור  1נראה שתכונה 
i

v
i

 
  
 

. 

  2 2, 2t
i

v v v v i i i i
i

 
      

 
. 

,במרחב מכפלה פנימית  1לפי תכונה  0v v . 

 וכביםמכפלה פנימית סטנדרטית על המר –הגדרה 
nV   נגדיר פונקציה  מרחב וקטורי מעל, : n n  :באופן הבא 

u,עבור שני וקטורים  v  בn , tu v u v. 

 

 עד אתרגיל ממבחן תשע"ב מו

nיהי  nV   מרחב המטריצות המרוכבות. נגדיר מכפלה פנימית עלV  :בצורה הבאה 

 *:, ABtrBA   כאשרtBB *  לכלVBA ,. 

 הוכח שזו אכן מכפלה פנימית.

 פתרון

תזכורת:              AtrAtrBAtrABtrtrBtrABAtrAtrAtr t   ,,,. 

 נבדוק שמתקיימות שלושת התכונות:

 ליניאריות ברכיב הראשון:  .1

         BABABAtrBAtrBABAtrBAAtrBAA ,,, 21

*

2

*

1

*

2

*

1

*

2121  

 

הרמטיות:  .2

           ABABtrBAtrBAtrBAtrBAtrABtrBA tttttt ,, * 






 

 אי שליליות: .3

              





  







n

i

n

j

ij

n

i

n

j

ijij

n

i

t

ii

n

i

t

ii

n

i

ii

aaa

ARARACARACARAAtrAA

1 1

2

1 1

111

**

0

,

 

 .,jiלכל  0ijaהשוויון מתקיים רק אם 

 



 תרגיל

2תהא  2A  :הוכח שהטענות הבאות שקולות 

1. Auvuv t, .היא מכפלה פנימית 

2. 0,0,0 2211  aaA ,A .מטריצה סימטרית 

 פתרון

12 











2221

1211

aa

aa
A  נניח ש .Auvuv t, .היא מכפלה פנימית 

vuuvמתקיים  ,,   לכלuv,  ובפרט עבור


















1

0
,

0

1
uv. 

   

    21

21

11

2221

1211

12

22

12

2221

1211

10
0

1
10,

01
1

0
01,

a
a

a

aa

aa
vu

a
a

a

aa

aa
uv























































  2112 aa .והמטריצה סימטרית 

ניתן לרשום 









2212

1211

aa

aa
A. 

    2

22221122112

2

111

222112

212111

21

2

1

2212

1211

21, vavvavvava
vava

vava
vv

v

v

aa

aa
vvAuvvv t 































02צריך להתקיים  vv,21לכל  2

2222112

2

111  vavvava. 

02אם  v  2אז

111, vavv   011ולכן a. 

01אם  v  2אז

222, vavv   022ולכן a. 

12אם  v  02אז צריך להתקיים 22112

2

111  avava  1לכלv 

011מכיוון ש  a  02האי שוויון 22112

2

111  avava  1נכון לכלv  רק אם 

04400 2211

2

12

2

122211  aaaaaaA. 

21 

0,0,0נתון ש  2211  aaA  וA ית. צריך להוכיח ש מטריצה סימטרAuvuv t, .מכפלה פנימית 

סימטרית ולכן ניתן לרשום  Aנתון ש 









2212

1211

aa

aa
A 



 אי שליליות: 

    2

22221122112

2

111

222112

212111

21

2

1

2212

1211

21, vavvavvava
vava

vava
vv

v

v

aa

aa
vvAuvvv t 





























צר

02יך להוכיח ש  2

2222112

2

111  vavvava  21לכל,vv 

0,0נתון ש  2211  aa 044, ולכן מספיק להוכיח ש 2211

2

12  aaa  0מכיוון שA  נקבל את

 הדרוש.

021שוויון יתקיים רק כאשר   vv. 

 סימטריות:

   

    2222211212121111

222112

212111

21

2

1

2212

1211

21

2222211212121111

222112

212111

21

2

1

2212

1211

21

,

,

uvauvauvauva
vava

vava
uu

v

v

aa

aa
uuvu

vuavuavuavua
uaua

uaua
vv

u

u

aa

aa
vvuv































































 וקיבלנו שוויון.

 ליניאריות:

 מתקיים מתכונות כפל מטריצות.

 תרגיל

,יהיו  , nu v w  נתון ש, 2 1, , 3u w i v w  . 

,חשב את  2iw iu iv . 

 פתרון

,מהליניאריות במשתנה הראשון נקבל  2 , 2iw iu iv i w iu iv    . 

,מהסימטריות נקבל  2 2 ,i w iu iv i iu iv w     . 

מהליניאריות במשתנה הראשון נקבל 

   , 2 2 , , 2 , 1 2 2 3 5 2i w iu iv i iu iv w i i u w i v w i i i i                  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 11תרגול 

 נורמה

V:הפונקציה   :תקרא נורמה אם מתקיימים התנאים הבאים 

vאי שליליות: לכל  .1 V 0v   .0 0v v  . 

vמתקיים  לכל  .2 v  . 

u,אי שוויון המשולש: לכל  .3 v V  מתקייםu v u v  . 

 הנורמה המושרית

,עבור מכפלה פנימית  :V V   הנורמה המושרית מוגדרת ע"י,v v v  ונאמר שהוא האורך

 .vשל הווקטור 

 דוגמא

אם 

1

2

3

v

 
 

  
 
 

2אז   2 2, 1 2 3 14v v v    . 

 הגדרה

1uאם    אזu .נקרא וקטור יחידה ואומרים שהוא מנורמל 

 הערה

vניתן להכפיל כל וקטור  V  שונה מאפס בהופכי של אורכו, וכך לקבל את וקטור היחידה
1

v v
v

  שהיא

 .v. תהליך זה נקרא נרמול של vכפולה חיובית של 

 דוגמא

2

3 2
1

1
33

2
2

0
3

0

v v v

 
 

  
          

  
   

  
 
 

. 

 

 הגדרה

הוא  Sנקראת אורתוגונאלית אם כל זוג וקטורים ב  Vשל וקטורים במרחב מכפלה פנימית  Sקבוצה 

v,אורתוגונאלי. כלומר: לכל שני וקטורים שונים  u S  מתקיים, 0v u . 

 דוגמא

2 0 0

0 3 0
, ,

0 0 0

0 0 0

S

      
      
        
      
            

. 

 הגדרה

 נקראת אורתונורמלית אם: Vשל וקטורים במרחב מכפלה פנימית  Sקבוצה 

 אורתוגונאלית. S  .א



 יש אורך יחידה. Sלכל וקטור ב  .ב

 הערה

אורתוגונאלית הוא הכפלת כל וקטור בקבוצה בהופכי של אורכו כדי לשנות את הקבוצה  נרמול של קבוצה

 לקבוצה אורתונורמלית של וקטורים.

 דוגמאות לקבוצות אורתונורמליות 

1 .

1 0

0 , 1

0 0

    
    
    
    
    

     .2   .

1 1

2 2
,

1 1

2 2

    
    
     
            

 

 תרגיל

נתונה קבוצה  1 2 3, ,S v v v 3כלת ב מו .
1 2

1 1

1 , 1

1 0

v v

   
   

    
   
   

. 

 אורתוגונאלית. Sאם נתון שהקבוצה  3vמצא וקטור  .א

 .Sנרמל את הקבוצה  .ב

 פתרון

נסמן  .א
3

x

v y

z

 
 

  
 
 

 .
1 1

, 1 0, , 1 0

1 0

x x

y y

z z

       
       

        
       
       

מספיק פתרון אחד של מערכת  

המשוואות ההומוגנית 
0

0

x y z

x y

  

  

 3vכדי לקבל את הווקטור המתאים. אחד מהאפשרויות ל  

הוא 
3

1

1

2

v

 
 

  
  

. 

הקבוצה לאחר נרמול היא  .ב

1 11

3 62

1 1 1
, ,

3 2 6

01 2

3 6

     
     

     
     
     
     
     

     
     

. 

 הגדרה

 נקרא בסיס אורתונורמלי אם הוא קבוצה אורתונורמלית. V .Bבסיס של מרחב מכפלה פנימית  Bיהי 

 דוגמא

הקבוצה 

1 11

3 62

1 1 1
, ,

3 2 6

01 2

3 6

     
     

     
     
     
     
     

     
     

היא בסיס אורתונורמלי של  
3

. 

 ס?מדוע הקבוצה היא בסי

מספר האיברים בקבוצה שווה למימד של המרחב וקטורי 
3

. 



 שקבוצה אורתונורמלית היא בת"ל. ראיתם בהרצאה

 מהמשפט שלישי חינם נקבל שהקבוצה הנ"ל גם פורשת, ולכן בסיס.

 

 מטריצה אוניטרית –הגדרה 

nמטריצה  nA   1נקראת אוניטרית אם*  AA. 

 דוגמא































6

2
0

3

1
6

1

2

1

3

1
6

1

2

1

3

1

A. 

 הערה 

נשים לב ש 









































































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010
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2
0
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1
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1
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1
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1
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1

2

1

3

1

6

2

6

1

6

1

0
2

1

2

1
3

1

3

1

3

1

AAT. 

 תרגיל

 .1הם מאורך  Aאוניטרית. הוכיחו כי כל הערכים העצמיים של  Aתהי 

 פתרון

zvAvכך ש   0vאזי קיים וקטור  Aערך עצמי של  zיהי  . 

 .1zzיש להוכיח ש 

   vAAvAvAvAvAvAvAvzvzvvvzz ttttt
 ,,,. 

AAAAAAAAמטריצה ממשית נקבל ש  AAtמכיוון ש  ttt *. 

IAAאוניטרית נקבל ש  Aמכיוון ש  *. 

vvvvvvzzלכן  t ,, . 

,0נקבל ש  0vמהאי שליליות במכפלה פנימית ומכיוון ש  vv. 

vvvvzzzz ,,1  .כדרוש 

 הגדרה

VSקבוצת וקטורים  ותהי Vיהי מרחב מכפלה פנימית    אזי הקבוצה

 0,::  svSsVvS הינה מרחב וקטורי. 

 .Sהמרחב הניצב ל  Sאנו קוראים ל 

 דוגמא

עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית.  2המרחב הוקטורי   0,1S  אז  0,S t t  . 



 תרגיל

הוכח או הפרך:   SS 
. 

 פתרון

דוגמא נגדית: בדוגמא הקודמת     ,0S t t S


   . 

 תרגיל

VSSמרחב מכפל פנימית הוכח שאם  Vיהי   אז  21  12 SS. 

 ןפתרו

יהי  2Sv  צריך להוכיח ש 1Sv  1ז"א צריך להוכיח שלכלSw  0מתקיים, wv. 

VSSנתון ש  1Swיהי   ומכיוון ש  2Swולכן  21 2Sv  0נקבל ש, wv  ז"א 1Sv. 

 הגדרה 

V  ,מרחב מכפלה פנימיתW V .תת מרחב 

Wמסומן ב  Wהמשלים האורתוגונאלי של     ל  םאת כל הווקטורים האורתוגונאלייומכילW. 

כלומר:  , 0,W v V v w w W     . 

 הערה

אם ורק אם  Wשל  Bאורתוגונאלי לכל וקטור בבסיס  V .vתת מרחב של מרחב וקטורי  Wנניח ש 

v W . 

 2הסבר עבור מרחב וקטורי ממימד 

נניח ש  1 2,B w w  אםw W  אז קיימים סקלרים,   1כך ש 2w w w  . 

1 2 1 2, , , , 0w v w w v w v w v       . 

 באותו אופן ניתן להכליל את ההסבר למרחב וקטורים עם מימד גדול יותר.

 תרגיל

4V  נתון .

1 0

1 1
,

0 2

1 1

W sp

    
    
      
    
        

W. מהו  ? 

 פתרון

מכיוון שהקבוצה 

1 0

1 1
,

0 2

1 1

B

    
    
      
    
        

מספיק למצוא את כל הוקטורים  Wבסיס של היא  

x

y
v

z

w

 
 
 
 
 
 

 4ב  

 המאונכים לכל וקטור בבסיס.

 .Wנמצא מיהם הוקטורים שמאונכים לבסיס של 



1

1
, 0 0

0

1

0

1
, 0 2 0

2

1

x

y
x y t

z

t

x

y
y z t

z

t

   
   
        
   
   
   

   
   
        
   
   
   

 

כת המשוואות ההומוגנית יש לפתור את מער
0

2 0

x y t

y z t

  


  
קבוצת הפתרונות של מערכת משוואות  

 הומוגנית מהווה תת מרחב.

 נמצא את הבסיס לתת מרחב.

המטריצה המתאימה היא 
1 1 0 1

0 1 2 1

 
 
 

z,והמשתנים החופשים הם:   t. 

,0עבור  1z t   2נקבל, 1x y    1. עבור, 0z t   2נקבלx y  . 

Wנשים לב ש    הוא תת מרחב והבסיס הוא

2 2

1 2
,

0 1

1 0

B

      
    
       

    
        

. 

 

 תרגיל

WUנניח ש   ך את הטענות הבאות:תת מרחבים. הוכח או הפר ,

 .א  
 WUWU. 

 .ב  
 WUWU. 

 פתרון

לא נכון, נניח ש  .א  20 ,U W  .
     

      

2

2 2 2

0

0 0

U W

U W



 

  

     

. 

הוכחה. נוכיח בעזרת הכלה דו כיוונית. נניח ש  .ב  WUv. 

WUUמכיוון ש   Uuיהי     נקבל שWUu  מכיוון ש .  WUv  נקבל ש

0,   uvUv . 

WUWמכיוון ש   Wwיהי     נקבל שWUw  מכיוון ש .  WUv  נקבל ש

0,   wvWv סה"כ קיבלנו ש .  WUv .כדרוש 

יהי   WUv נניח ש .WUx   ז"אwux   כאשרUu ,Ww. 

מכיוון ש   WUv  0אז, uv ,0, wv. 

,,,,000מליניאריות המכפלה הפנימית נקבל ש   wvuvwuvxv. 

,0נשים לב ש  uv ,0, wv  מספרים ממשיים, ולכן המכפלה הפנימית ליניארית גם עבור

 הרכיב השני.



סה"כ קיבלנו ש   WUv. 

 היטל

 .vעל  wנרצה למצוא את ההיטל של  ,vwבהינתן שני וקטורים 

 המחשה

 
 .צה לחשב את . נרvעל  wהוא ההיטל של  vכך ש  קיים 

wvuvwuמחיבור וקטורים נקבל   . 

vuvuמהגדרת היטל נקבל ש   0,. 

vwuvvwvuvvw   ,,0,. 

,,,0מהליניאריות ברכיב הראשון נקבל 
,

,
 vvvwvvw

vv

vw
. 

 מסקנה

 .Vשל מרחב מכפלה פנימית  2ורשים מרחב וקטורי ממימד הם בת"ל, הם פ ,wvבהנחה ש 

אינם אורתוגונליים ניתן לקחת במקומם את  ,wvאם  uv,  :כלומר












 v
vv

vw
wv

,

,
,. 

 וקטורים אלו הם אורתוגונליים, וכך קיבלנו בסיס אורתוגונלי חלופי.

 על מנת לקבל בסיס אורתונורמלי יש גם לנרמל כל אחד מהווקטורים בבסיס.

 דוגמא

3V  
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

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1

SpW נמצא בסיס אורתונורמלי. נסמן .


















3

2

1

1v . 

כך שהקבוצה  1vשמאונך ל  uנמצא וקטור  uv  .Wפורשת את  1,
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 11תרגול 

 הגדרה

 vוקטור. ההגדרות הבאות למושג היטל  Vvו  Vתת מרחב של  Wמרחב מכפלה פנימית, ויהיו  Vיהי 

 שקולות: Wעל המרחב 

 .א nwwwB ,...,, 21 ורתוגונלי לתת המרחב בסיס אW אז ההיטל הינו ,  i

n

i ii

i

W w
ww

wv
v 




1 ,

,
. 

ההיטל הוא הווקטור  .ב  WvW   המקיים   Wvv W. 

 דוגמא

 .שעמודותיה בת"ל צהמטרי Aמרחב וקטורי עם מכפלה סטנדרטית ותהיי  Vיהי 

נרצה למצוא את ההיטל  Vvעבור וקטור  vAC )( .      ACvv AC. 

A  לכל עמודה של  ACi  מתקיים       0 vvAC AC

t

i   נפעיל צמוד על שני האגפים ונקבל 

       0 vvAC AC

t

i   מכיוון שהשוויון נכון לכל עמודה נקבל ש

        00*  vvAvvA AC

t

AC . 

מכיוון ש     ACvAC   קייםx  כך ש  vxA AC. 

    0***  xAvAvAxAA  מכיוון שהעמודות של המטריצהA להוכיח ש  בת"ל ניתןAA* 

מטריצה הפיכה וקיים פתרון יחיד למשוואה   vAxAA **  נציב את .x  במשוואה  vxA AC  ונקבל
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 תרגיל

Vv תת מרחב. הוכיחו כי לכל  Wמרחב מכפלה פנימית ויהי  Vיהי   vvv W . 

 פתרון

 נשתמש בהגדרה הראשונה של היטל:

  nwwwB ,...,, 21  בסיס אורתוגונלי לתת המרחבW אז ההיטל הינו ,  i
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i ii
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W w
ww
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,
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 ניקח בסיס אורתונורמלי kwwwB ,...,, 21  למרחבW לי ורמנונשלים אותו לבסיס אורתו

 nkk wwwww ,...,,,...,, 121   למרחבV. 
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 תרגיל

VUויהי  nממימד  מעל  מכפלה פנימית מרחב Vיהי    תת מרחב ממימדk. 
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 פתרון
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Uuמכיוון ש  j   נקבל ש jVj uu   מכיוון שהבסיס kuuu ,..,,  jאורתונורמלי נקבל שלכל  21

  1
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 תרגיל

VWUמרחב מכפלה פנימית ויהיו  Vיהי  ,  תת מרחבים כך שkWmU  dim,dim. 

הוכיחו כי  .א  uvuv U ,,   לכלVvUu  ,. 

UUPUנגדיר אופרטור  .ב :  ע"י    uuP WUU  

Uuuהוכיחו כי לכל שני וקטורים  21,  מתקיים   2121 ,, uPuuuP UU . 

 פתרון

כפי שראינו בהגדרה השנייה  .א    Uvv U  ולכן  0,  uvv U  

נשתמש בליניאריות ברכיב הראשון ונעביר אגף על מנת לקבל   uvuv U ,, . 

על פי הגדרת האופרטור מתקיים  .ב     2121 ,, uuuuP WUU . 

Uuכיוון ש  2   :לפי סעיף א מתקיים     2121 ,, uuuu WWU  . 

מכיוון ש   WuW 1   נקבל       212121 ,,, uuuuuu WWWW   

Uuשוב כיוון ש  1  מתקיים    2121 ,, uPuuu UWU   21, uu W 

 המטר

 למצוא בסיס אורתונורמלי למרחב וקטורי. נרצה Vבהינתן מרחב וקטורי 

 1דוגמא 
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 לא תמיד הבסיס הסטנדרטי או קבוצה חלקית לבסיס הסטנדרטי תפרוש את המרחב וקטורי.
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SpW  קבוצה חלקית של 2הוא ממימד .B  מהדוגמא הקודמת אינה פורשת

 . נרצה למצוא בסיס אורתונורמלי למרחב וקטורי כמו בדוגמא.Wאת 

 היטלים

 שמידט -תהליך גרם 

V  מרחב מכפלה פנימית מעל .VW   תת מרחב שלV . 

 kvvvB ,...,, 21  הוא בסיס כלשהו לW. 

 .Wלקבל בסיס אורתונורמלי ל  מטרה:

 אורתוגונליזציהשלב א 

מטרה לקבל בסיס אורתוגונלי  kuuuB ,...,, 21
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 שלב ב

 נרמול כל אחד מהוקטורים בבסיס שקיבלנו בשלב א.
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 12תרגול 

 

 ההעתקה הצמודה

 יניארי ומשפט ההצגה של ריספונקציונאלי ל

 הגדרה

הוא המרחב הוקטורי שאיבריו  V*שיסומן ב  V. המרחב הדואלי של מרחב וקטורי מעל השדה  Vיהי 

Vהם הפונקציות הליניאריות  יבור והכפל בסקלר מוגדרים בצורה הטריויאלית.. הח 

 נקרא פונקציונאלי ליניארי. V*איבר ב 

 משפט ההצגה של ריס

כך ש  uיש וקטור יחיד  לכל פונקציונאלי ליניארי   uvv ,  לכלVv. 

 תרגיל ממבחן תשע"א מועד א

הגדר על  .א n x  מכפלה פנימית, כך שהבסיס nxxx ,...,,,1  יהיה אורתונורמלי. 2

נגדיר  .ב  
*

n x  על ידי: לכל   np x x ,    1'pxp . 

כלומר: גוזרים את  xp  אין צורך להוכיח כי 1ואח"כ מציבים( . .)פונקציונאלי ליניארי 

לגבי המכפלה הפנימית שהגדרת בסעיף קודם, מצא    nq x x  כך שלכל   np x x ,

מתקיים       xqxpxp ,. 

 פתרון

עבור  .א     1 2, np x p x x ך ש כ    



n

i

i

i

n

i

i

i xxpxxp
0

2

0

1 ,   נגדיר את המכפלה

הפנימית     



n

i

iixpxp
0

21 , . 

נראה שהבסיס  nxxx ,...,,,1 2
 הוא אורתונורמלי. 

mnלפי הגדרת המכפלה הפנימית נקבל ש  xx mnאם  1שווה ל  ,   אם  1ושווה לmn   ולכן

הבסיס  nxxx ,...,,,1 2
 אורתונורמלי. 

ניקח את הפולינום  .ב  



n

i

iixxq
1

ואז עבור    



n

i

i

i xxp
0

  נקבל מצד אחד

     



n

i

i ixqxp
1

,   ומצד שני  



n

i

i

i ixxp
1

1'   ואז

      



n

i

i ipxp
1

1'  סה"כ קיבלנו ש .      xqxpxp , .כדרוש 

 ההעתקה הצמודה

 משפט

WVTתהי  : .העתקה ליניארית בין מרחבי מכפלה פנימית מעל אותו שדה 

VWTקיימת העתקה יחידה  .א :*  כך שלכלWwVv  מתקיים:  ,   wTvwvT *,, . 

VWTההעתקה  .ב :* תקה ליניארית.היא הע 

בבסיס אורתונומלי כלשהו  .ג nwww ,...,, W ,VWTשל  21 :*  נתונה ע"י הנוסחה

     i

n

i

i wvwTvT 



1

* ,. 



 הגדרה

 VWT :*  כנ"ל נקראת ההעתקה הצמודה שלWVT :. 

 תרגיל

עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית. נתונה העתקה ליניארית  2קטורי נתון מרחב ו

  





















y

x
yxT

11

11
 .T*מצא את ההעתקה הצמודה  ,

 פתרון

את הבסיס האורתונורמלי הסטנדרטי  2נבחר ב  21,ee  עבור ונשתמש בנוסחה*T. 

נקבל ש       2211

* ,, eveTeveTvT  על פי הגדרת .T  מתקיים

       1,1,1,1 21  eTeT  ולכן לכל yxv ,  נקבל    yxveTyxveT  ,,, 21 

ז"א        yxyxeyxeyxvT  ,21

סה"כ קיבלנו ש   *  



















y

x
yxT

11

11
,* 

 משפט

מתקיים:  Vשל המרחב  Bלכל בסיס אורתונורמלי    **

BB TT . 

 תרגיל

3תהיי  3:T   המוגדרת ע"י        321211321 21,1,,, ziziizziizizzzzT  

 מצא את ההעתקה הצמודה.

 פתרון

יהי       1,0,0,0,1,0,0,0,1B ורמלי.בסיס אורתונ 

   











































i

ii

iii

T

iii

ii

i

T BB

200

110

21

01

00
*

ואז ההעתקה הצמודה היא  

        332321321

* 2,11,,, ziziziizizizzzzT . 

 משפט

VVTתהי  : :העתקה ליניארית בין מרחבי מכפלה פנימית. אז מתקיים 

 .א  TT 
**. 

 .ב  ***
TSTS . 

 .ג  **
TT  . 

 .ד  ***
STST . 

הפיכה אז גם  Tאם  .ה
*T  הפיכה ומתקיים   *11* 

 TT. 

 הגדרה

VVTאופרטור ליניארי  :  נקרא נורמלי אםTTTT ** . 

 דוגמא

2 2:T   העתקה המוגדרת ע"י
  






















yix

iyx

y

x
T

242

22
. 

 תרגיל תש"ע מועד ב

1מספרים מרוכבים כך ש  ,אופרטור נורמלי ו  Tהוכח כי אם   אז גם האופרטור ,

*TT   .הוא נורמלי 



 פתרון

מספיק להוכיח ש       ****** TTTTTTTT   

הקודם נקבל ש  בעזרת המשפט      TTTTTT   ****** 

 מאגף שמאל נקבל 

       ********* TTTTTTTTTTTTTTTT   

 מאגף ימין נקבל

      TTTTTTTTTTTTTTTT *********   

TTTTאופרטור נורמלי מתקיים  Tמכיוון ש  **  .ואז שני הביטויים שקיבלנו שווים 

 הגדרה

VVTהעתקה ליניארית  :  נקראת צמודה לעצמה אםTT *  1ונקראת אוניטרית אם*  TT. 

 דוגמא

ההעתקה   vvT   תהייה צמודה לעצמה אם ורק אם .ממשי 

 תרגיל

VVTמרחב מכפלה פנימית,  Vיהי  :  ,צמוד לעצמוU  אופרטור אוניטרי. הוכח כיUT  נורמלי אם

 מתחלפים. 2Tו  Uורק אם 

 פתרון

     
       2***

*2***

TUTUTUTUT

UUTUTUTUTUT




 

UTUTUTUUUTTUUT נורמלי אז מתקיים UTאם  222*22*2 . 

2*2*2מתחלפים אז מתקיים  2Tו  Uאם  TUUTUUT . 

 תרגיל

VVTנתבונן בשלושת התנאים הבאים על העתקה ליניארית  :: 

 אוניטרית. T .א

 צמודה לעצמה. T .ב

IT .ג 2
. 

 הוכח כי קיום כל שני תנאים מאלה שרשומים לעיל גורר את קיום התנאי השלישי.

 פתרון

ITTTאוניטרית וצמודה לעצמה נקבל ש  Tאם  .1  *2. 

ITצמודה לעצמה ו  Tאם  .2 2
ITTTאז    2*. 

ITאוניטרית ו  Tאם  .3 2
TTTTTITTITאז    *2**2. 

 תרגיל

VVTהוכח כי אם  :  העתקה צמודה לעצמה כך שTT 2
לית על תת היא הטלה אורתוגונא Tאז  

TUמרחב  Im. 

 פתרון

על פי משפט פירוק הניצב  UUV כלומר עבור .Vv  כלשהו קיימים
 UuUu 21 כך ש  ,

21 uuv  על מנת להראות ש .T ת על תת מרחב היא הטלה אורתוגונאליTU Im  יש להראות ש

  1uvT . 

כלשהו, אז מתקיים  Vuיהי            TuuuTuuTuuTuuTuTuuTv ,,,,,, 212121   

מכיוון ש 
Uu2  0,2נקבל ש Tuu  לכלVu  ולכן לכלVu  נקבל ש   uTuuTv ,, 1 

ז"א    1uTvT   מכיוון שTUu Im1   קייםVw 1  כך ש  11 uwT . 



סה"כ נקבל ש            111

2

11 uwTwTwTTuTvT . 

 תזכורת

nמטריצה  nP  ת אם כל העמודות שלה הן אורתונורמליות. כלומר: נקראת אורתוגונאלי

IPPPP TT . 

 הגדרה
n nA   ניתנת ללכסון אורתוגונאלי אם קיימת מטריצהn nP   אורתוגונאלית ומטריצה אלכסונית
n nD   כך שDAPP 1. 

 משפט
n nA   סימטרית אם ורק אםA .ניתנת ללכסון אורתוגונאלי 

 דוגמא

כאשר    Aמצאו לכסון אורתוגונאלי של 


















122

212

221

A. 

 .Aנמצא תחילה את הערכים העצמיים של 

122

212

221















 AI נחשב את הדטרמיננטה בעזרת דירוג ונקבל שהפולינום האופייני הוא .

     51
2

 AP. 

 .5נמצא את הבסיס למרחב העצמי עבור 

יש למצוא בסיס למרחב האפס של המטריצה 

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הבסיס הוא 
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 .1בור נמצא את הבסיס ע
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הוקטורים העצמיים בבסיס 
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 לא מאונכים. 

אורתוגונאלים כך ש  uu,21נרצה למצוא שני וקטורים  21,
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 ראם שמידט.נבצע את תהליך ג
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21 uu לאחר נרמול נקבל מטריצה אורתוגונאלית 
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 13תרגול 

 המרחב הדואלי

 הגדרה

fV. העתקה ליניארית מרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי  : .נקראת פונקציונל 

 הגדרה

 .V*ומסומן ב  Vנקרא מרחב דואלי של  V. אוסף כל הפונקציונלים מ מרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי 

 דוגמאות

1. : n ntr   .הוא פונקציונל 

2. 3:   המוגדרת על ידי  zyxzyx ,, .היא פונקציונל ליניארי 

3. det : n n  .אינה פונקציונל, כי דטרמיננטה אינה העתקה ליניארית 

 הגדרה -משפט 

, מרחב וקטורי מעל שדה  Vיהי  nvvvB ,...,, 21  בסיס שלV אזי , nB  ,...,, 21
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 תרגיל

3Vיהי   ,      1,2,0,2,2,0,3,0,1B .בסיס. מצא את הבסיס הדואלי 

 פתרון
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 נמצא את האיבר הראשון בבסיס הדואלי, כלומר יש למצוא פונקציונל המקיים:
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 קיים:נמצא את האיבר השני בבסיס הדואלי, כלומר יש למצוא פונקציונל המ
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 נמצא את האיבר השלישי בבסיס הדואלי, כלומר יש למצוא פונקציונל המקיים: 
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 משפט

v:*נגדיר פונקציה  Vvלכל  V


  על ידי   vv  


. 

V :הוא דואלי לאיזשהו בסיס של  V*כל בסיס של  nC  ,...,, 21  בסיס של*V ו ,












nvvvC ,...,,: 21

קיים , מתCהדואלי ל  V**הבסיס של  * *

21 ,...,, nvvvC . 

 תרגיל

יהי  1V t פולינומים לינאריים(. נגדיר פונקציונלים לינאריים( .

       
2

0

2

1

0

1 , dttfdttftf  :כלומר .*

21 , V  מצא את הבסיס הדואלי ל . 21,. 

 פתרון

נחשב את הפונקציות כאשר   btatf . 

        badttf
b

adtbtatf 22,
2

2

0

2

1

0

1   . 

נמצא בסיס  21, ffB   כך ש 21

* ,B .ונשתמש במשפט הקודם 

tbafנמצא תחילה את  111 . 

צריך להתקיים     0,1022,1
2

2,2 121111
1

111  ffba
b

aba  

tfוסה"כ קיבלנו ש  221 . 

tbafנמצא כעת את  222 . 

צריך להתקיים     1,0122,0
2

1,
2

1
222122

2
222  ffba

b
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tfוסה"כ קיבלנו ש  
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1
2. 
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 בדיקה

 נראה שאכן מתקיים
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 תרגיל

 הוכח את הטענה הבאה:

Vvu. יהי מימדי מעל שדה  nמרחב וקטורי  Vיהי   אזי קיים פונקציונל ליניארי ,*V  כך ש

   vu   לכל  –. באופן שקולVw0  קיים*V  כך ש  0w. 

 פתרון

 תחילה נוכיח את שקילות הטענות:
 

Vvu . נתון שלכלVw0יהי    קיים פונקציונל ליניארי*V  כך ש   vu    ובפרט

כך ש  V*קיים פונקציונל ליניארי  Vw0ר עבו   0 w   מכיוון ש*V  אופרטור

ליניארי נקבל ש   00   וסה"כ נקבל  0w. 

 

Vvuיהי  לכל  . נתון שVw0  קיים*V  כך ש  0w ובפרט עבור vuw   קיים
*V כך ש         vuvuw  0  ז"א    vu  . 

 

כך ש  V*קיים  Vw0נוכיח את הטענה לכל   0w. 

, יהי Vwיהי  nvvvB ,...,, 21  בסיס שלV  ו nB  ,...,, 21

*  .הבסיס הדואלי 

מכיוון ש  nvvvB ,...,, 21  בסיס שלV  קיימים סקלריםn ,...,, כך ש  21



n

i

iivw
1

  ומכיוון ש

0w  לפחות אחד מהסקלריםn ,...,, nkשונה מאפס ז"א קיים  21 1  0כך שk. 

אלי על פי הגדרת הבסיס הדו 
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 הגדרה

ע"י  Sנגדיר את מרחב האפס של  Vתת קבוצה של  Sמרחב וקטורי ו  Vיהי 

  SvvVS  ;0:*0 . 

 הערה

 .V*תת מרחב של  0Sאיתם ש בהרצאה ר

 תרגיל ממבחן תשע"ב מועד ב

 נסח את ממשפט ההצגה של ריס. .א

VUמרחב מכפלה פנימית ויהי  Vיהי  .ב  .תת מרחב 

הוכח: לכל 
0U  קייםUw  יחיד כך ש  wvv ,  לכלVv. 

 פתרון

כך ש  uיש וקטור יחיד  לכל פונקציונאלי ליניארי  .א  uvv ,  לכלVv. 

יהי  .ב
0U ובפרט 

*V  וממשפט ההצגה של ריס נקבל שקייםVw  יחיד כך ש

  wvv ,  לכלVv נשאר להוכיח ש .Uw  ז"א צריך להוכיח שלכלUu  מתקיים



0, wu יהי .Uu  ומכיוון שVU   נקבל שVu  ואז  wuu ,  ומכיוון ש

0U  נקבל ש  0u  0ואז, wu .כדרוש 

 תרגיל ממבחן תשע"ג מועד ב

VSמרחב וקטורי. עבור קבוצה  Vיהי   נסמן ,  SvvVS  ;0:*0 . 

VUUמתקיים  Vשל  Uלכל תת מרחב  dimdimdim 0  ).אינך מתבקש להוכיח זאת( 

VWUהוכח: יהיו  ,  מרחבים. אזי תת  000
WUWU . 

 פתרון

נוכיח תחילה ש  000 WUWU . 

00יהי  WU   ז"א   00כאשר WU  . 

WUvיהי   .WUv   ולכןUv 0ש  מכיווןU  נקבל ש  0v. 

WUv   ולכןWv  0מכיוון שW  נקבל ש  0v. 

סה"כ נקבל ש       000  vvv   ולכן 0WU . 

ש  להוכיח שוויון נראהדי ניתן כעת כ   000
dimdim WUWU   

VUVUVUשתמש במשפט ונ dimdim . 

על פי משפט המימדים    000000 dimdimdimdim WUWUWU  

VUUמתקיים  Vשל  Uלכל תת מרחב מכיוון ש ו dimdimdim 0   נקבל ש 

   
 00

000000

dimdim2

dimdimdimdimdimdimdimdim

WUV

WUWWUUWUWU




 

סה"כ קיבלנו ש    0000 dimdim2dimdimdim WUVWUWU  

ז"א    0000 dimdimdimdim2dim WUWUVWU . 

 

לפי משפט המימדים 

       WUWUWUWUWUWU  dimdimdimdimdimdimdimdim

ומכיוון ש     VWUWU dimdimdim
0
  נקבל ש 

    VWUWUWU dimdimdimdimdim
0
 

ומכיוון ש         VWUWUWUVWU dimdimdimdimdimdim
00

 

 נציב את הביטוי הקודם ונקבל ש 

   00
dimdimdimdim2dim WUWUVWU  

 

נשאר להוכיח ש    000
dimdim WUWU   נוכיח שהמרחבים וקטורים שווים ואז גם המימדים

 שווים.

נוכיח ש   000
WUWU . 

יהי  0WU  יהי .Uu  מכיוון שWUU   נקבל שWUu   ומכיוון ש

 0WU   נקבל ש  00  uU  

WUWמכיוון ש  Wwיהי    נקבל שWUw   ומכיוון ש 0WU   נקבל ש

  00  wW   00וסה"כ קיבלנו ש WU . 



נוכיח ש  000 WUWU . 

00יהי  WU  יהי .WUv   ז"אwuv   כאשרWwUu . 

00מכיוון ש  WU   0נקבל שU  ואז  0u. 

00 מכיוון ש WU   0נקבל שW  ואז  0w. 

סה"כ נקבל ש         000  wuwuv   ז"א 0WU  . 

  


