
 2תרגיל  –ים מבוא לחוגים ומודול

 .וירין כהן אילאי לוינגט

 מתרגל: תומר באואר.

 

 

 1שאלה 

עם  ℤ𝑝וג שלנו הוא , ולכן החℤ𝑝 יאה 𝑝 מסדר שהחבורה היחידהראינו בתורת החבורות  .א

 .𝑝ולו חיבור מוד

 (.רור)ב חוג, שמהווה כפל האפסהכפל הוא ת: אפשרות אח

 .⋅-בהכפל הרגיל ואת , ×-נסמן אותו ב כעת נניח שהכפל הוא לא כפל האפס.

,𝑎 לכל 𝑏 ∈ 𝑅 :מתקיים 

𝑎 × 𝑏 = (1 + 1 +⋯+ 1)⏟          
a 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠

× (1 + 1 +⋯+ 1)⏟          
b 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠

= (1 × 1 + 1 × 1 +⋯+ 1 × 1)⏟                  
a⋅b 𝑡𝑖𝑚𝑒𝑠

 

1-הוא האיבר המתאים ל 1כאשר  ∈ ℤ𝑝.  1לכן זה מוגדר באופן יחיד על ידי × 1. 

1ם א × 1 = 1האפס. אחרת, ל זה כפ 0 × 1 = 𝑛.  :אזי מתקיים𝑎 × 𝑏 = 𝑛 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑏. שים נ

 לב שהכפל קומוטטיבי.

 מקיים את חוק הפילוג. לכן זה אכן משרה חוג בלי יחידה., סגור וביוציאטיהכפל אכן אס

 ℤ𝑝-וון שמכיס לכפל הרגיל, שקיים )ההופכי ביח  𝑛−1, איבר היחידה של הכפל הוא כמו כן

𝑎 :(הוא שדה × 𝑛−1 = 𝑛 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑛−1 = 𝑎. 

𝜓:ℤ𝑝 ר:גדינ :ℤ𝑝 לבין 𝑅כעת נבנה איזומורפיזם בין החוג  → 𝑅 י: על יד𝜓(𝑘) = 𝑛−1 ⋅ 𝑘. 

 זה הומומורפיזם של חוגים:

𝜓(𝑎 + 𝑏) = 𝑛−1 ⋅ (𝑎 + 𝑏) = 𝑛−1 ⋅ 𝑎 + 𝑛−1 ⋅ 𝑏 = 𝜓(𝑎) + 𝜓(𝑏) 

𝜓(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝑛−1 ⋅ 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑛 ⋅ (𝑛−1 ⋅ 𝑎) ⋅ (𝑛−1 ⋅ 𝑏) = 𝜓(𝑎) × 𝜓(𝑏) 

𝑎יהי  נוכיח שהוא על: ∈ 𝑅 אזי .𝜓(𝑛 ⋅ 𝑎) = 𝑛−1 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑎 = 𝑎. 

 הוא גם חח"ע.ו מספר איברים, לות אותן שהקבוצות סופיות ובעמכיוו

ℤ𝑝 זה איזומורפיזם: לכן ≅ 𝑅. 

 

 :𝑝2מסדר  וגיםדוגמאות לח .ב

• ℤ𝑝 × ℤ𝑝  והכפל הרגילים.עם החיבור 

• ℤ𝑝2 ים.עם החיבור והכפל הרגיל 

 אם תוכלו, תרשמו באתר. לא מצאנו את השניים הנוספים.

 

 

 

 

 

 

 

 



 2שאלה 

 חבורה.-מכפלה קרטזית היא תתהוכחנו בחבורות ש .א

,𝑥1)יהיו  𝑥2) ∈ 𝐼1 × 𝐼2, (𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑅1 × 𝑅2. מכיוון שאזי ,-𝐼1, 𝐼2 :אידיאלים 

(𝑥1, 𝑥2) ⋅ (𝑦1, 𝑦2) = (𝑥1𝑦1, 𝑥2𝑦2) ∈ 𝐼1 × 𝐼2 

 באופן דומה. –בליעה משמאל 

 

𝐼 .ב = {𝑓 ∈ 𝑅[𝑥]|𝑓(212) = 0} 

 חבורה חיבורית:-נראה שזה תת •

0𝑅[𝑥]ברור:  = 0 ∈ 𝐼. 

,𝑓יהיו סגירות לחיבור:  𝑔 ∈ 𝐼:אזי . 

(𝑓 + 𝑔)(212) = 𝑓(212) + 𝑔(212) = 0 + 0 = 0 

𝑓ולכן  + 𝑔 ∈ 𝐼. 

𝑓יהי  :מימין נראה בליעה • ∈ 𝐼, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑥]:אזי . 

(𝑓 ⋅ 𝑔)(212) = 𝑓(212) ⋅ 𝑔(212) = 0 ⋅ 𝑔(212) = 0 

𝑓ולכן  ⋅ 𝑔 ∈ 𝐼. 

 באופן דומה. –בליעה משמאל 

 הוא אידיאל. 𝐼לכן  

𝑓(212)אם נדרוש  • = ,𝑓לא תהיה סגורה לחיבור, כי אם  𝐼במקום,  1 𝑔 ∈ 𝐼 אזי ,

(𝑓 + 𝑔)(212) = 𝑓(212) + 𝑔(212) = 1 + 1 = 2 ≠ 1. 

 

 , שכן הן מכילות את מטריצת האפס והן סגורות לחיבור.חבורות חיבוריות-ברור שאלה תת .ג

 .ל שמאליאידיא 𝐼-נוכיח ש •

)יהיו 
𝑎 0
𝑏 0

) ∈ 𝐼 ,(
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

) ∈ 𝑀2(ℚ). :אזי 

(
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

) ⋅ (
𝑎 0
𝑏 0

) = (
𝑥𝑎 + 𝑦𝑏 0
𝑧𝑎 + 𝑤𝑏 0

) ∈ 𝐼 

 ל ימני.אאידי 𝐽-נוכיח ש •

)יהיו 
𝑎 𝑏
0 0

) ∈ 𝐽 ,(
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

) ∈ 𝑀2(ℚ):אזי . 

(
𝑎 𝑏
0 0

) ⋅ (
𝑥 𝑦
𝑧 𝑤

) = (
𝑎𝑥 + 𝑏𝑧 𝑎𝑧 + 𝑏𝑤
0 0

) ∈ 𝐽 

• 𝐼 ∩ 𝐽 = {(
𝑎 0
0 0

) |𝑎 ∈ ℚ}.נוכיח שזה לא אידיאל . 

(
𝑎 0
0 0

) ∈ 𝐼 ∩ 𝐽, (
0 1
0 0

) ∈ 𝑀2(ℚ):אבל , (
𝑎 0
0 0

) ⋅ (
0 1
0 0

) = (
0 𝑎
0 0

) ∉ I ∩ J. 

 מימין, ולכן הוא לא אידיאל.לכן אין בליעה 

 

 

 

 3שאלה 

,2ℤ-הוכחנו ש .א 3ℤ  אידיאלים שלℤ ר, ולכן אינו אידיאל:האיחוד אינו סגור לחיבו, אבל 

2 ∈ 2ℤ, 3 ∈ 3ℤ 2, אבל + 3 = 5 ∉ 2ℤ ∪ 3ℤ. 

 

Rניקח  .ב = ℝ, 𝑆 = ℤ, 𝐼 = 2ℤ .ראינו ש-𝐼  אידיאל של𝑆 .הוכחנו שמכיוון ש-ℝ  שדה, כל

 .𝑅אינו אידיאל של  𝐼 לכן ם,יהאידיאלים שלו טריוויאלי

 

𝑅ניקח  .ג = ℤ(1,1) . אזי ∈ Δ, (1,2) ∈ ℤ  (1,2)אבל ⋅ (1,1) = (1,2) ∉ Δ לכן .Δ אינו אידיאל 

 .ℤשל 



 4שאלה 

𝜑(1ℤ) ם קיים הומומורפיזם, הוא חייב לקיים:א .א = 1𝑅 כלומר ,𝜑(1) = (
1 0
0 1

מסגירות  .(

𝑘, לכל הוא חייב לקיים לחיבור ולהופכי, ∈ ℤ :𝜑(𝑘) = (
𝑘(𝑚𝑜𝑑 2) 0

0 𝑘(𝑚𝑜𝑑 2)
. לכן זה (

 :מגדיר הומומורפיזם יחיד. נותר להוכיח שהוא אכן הומומורפיזם

 מההגדרה. –ידה ליחידה מעביר יח •

 מההגדרה. –סגור לחיבור  •

 :סגור לכפל •

𝜑(𝑎)𝜑(𝑏) = (
𝑎(𝑚𝑜𝑑 2) 0

0 𝑎(𝑚𝑜𝑑 2)
) (
𝑏(𝑚𝑜𝑑 2) 0

0 𝑏(𝑚𝑜𝑑 2)
)

= (
𝑎𝑏(𝑚𝑜𝑑 2) 0

0 𝑎𝑏(𝑚𝑜𝑑 2)
) = 𝜑(𝑎𝑏) 

 

ℤ[√2-ראשית, נשים לב שכל פולינום ב .ב
3
𝑎הוא מהצורה:  [ + 𝑏√2

3
+ 𝑐(√2

3
)
2

, מכיוון 

 שחזקות יותר גבוהות ניתן להכניס באחד המקדמים האלה.

 , הוא חייב לקיים:בדומה לסעיף א', מכיוון שהומומורפיזם כזה שולח יחידה ליחידה

 𝜓(𝑘) = (
𝑘 0
0 𝑘

) 

 הומומורפיזם כזה חייב לקיים:מסגירות לחיבור וכפל, 

𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) = (

𝑎 0
0 𝑎

) + (
𝑏 0
0 𝑏

)𝜓(√2
3
) + (

𝑐 0
0 𝑐

) (𝜓(√2
3
))
2
 

 

𝜓(√2ולכן הפתרון תלוי רק בתמונה 
3
). 

 

2√)-נשים לב ש
3
)
3
=  :, ולכן2

(𝜓(√2
3
))
3
= 𝜓(2) = (

2(𝑚𝑜𝑑 2) 0
0 2(𝑚𝑜𝑑 2)

) = (
0 0
0 0

) 

 

𝑀3נובע שהמטריצות היחידות שמקיימות מבדיקה ידנית,  =  הן: 0

 

{(
0 0
0 0

) , (
0 1
0 0

) , (
0 0
1 0

) , (
1 1
1 1

)} 

 

 .המהבניי הם שומרים על יחידה נותר לבדוק האם הם הומומורפיזמים.

1. 𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) = (

𝑎 0
0 𝑎

) 

o סגירות לחיבור: 

𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) + 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) = (

𝑎 0
0 𝑎

) + (
𝑥 0
0 𝑥

) 

= (
𝑎 + 𝑥 0
0 𝑎 + 𝑥

) = 𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
+ 𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) 

 

 

 

 



o :סגירות לכפל 

𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) ⋅ 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) = (

𝑎 0
0 𝑎

) (
𝑥 0
0 𝑥

) = (
𝑎𝑥 0
0 𝑎𝑥

)

  

𝜓((𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
))

= 𝜓 (𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦 + (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)√2
3

+ (𝑎𝑧 + 𝑐𝑥 + 𝑏𝑦)(√2
3
)
2
)

= (
(𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦)(𝑚𝑜𝑑 2) 0

0 (𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦)(𝑚𝑜𝑑 2)
) = (

𝑎𝑥 0
0 𝑎𝑥

)

= 𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) ⋅ 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) 

 ולכן זה הומומורפיזם.

 

2. 𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) = (

𝑎 𝑏
0 𝑎

) 

o :סגירות לחיבור 

𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) + 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) = (

𝑎 𝑏
0 𝑎

) + (
𝑥 𝑦
0 𝑥

) 

= (
𝑎 + 𝑥 𝑏 + 𝑦
0 𝑎 + 𝑥

) = 𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
+ 𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) 

o :סגירות לכפל 

𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) ⋅ 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) = (

𝑎 𝑏
0 𝑎

) (
𝑥 𝑦
0 𝑥

) = (
𝑎𝑥 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥
0 𝑎𝑥

) 

 

𝜓((𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
))

= 𝜓 (𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦 + (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)√2
3
+ (𝑎𝑧 + 𝑐𝑥 + 𝑏𝑦)(√2

3
)
2
)

= (
(𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦)(𝑚𝑜𝑑 2) (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)(𝑚𝑜𝑑 2)

0 (𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦)(𝑚𝑜𝑑 2)
)

= (
𝑎𝑥 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥
0 𝑎𝑥

) = 𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) ⋅ 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) 

 ולכן זה הומומורפיזם.

 

 

 . הוא גם הומומורפיזם.2זה דומה מאוד לסעיף  .3

 

 



4. (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) = (

𝑎 + 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

) 

 

o :סגירות לחיבור 

𝜓(𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) + 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) = (

𝑎 + 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

) + (
𝑥 + 𝑦 𝑦
𝑦 𝑥 + 𝑦)

= (
𝑎 + 𝑥 + 𝑏 + 𝑦 𝑏 + 𝑦

𝑏 + 𝑦 𝑎 + 𝑥 + 𝑏 + 𝑦
)

= 𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
+ 𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) 

 

o :סגירות לכפל 

𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3

+ 𝑐(√2
3
)
2
) ⋅ 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) = (

𝑎 + 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 + 𝑏

) (
𝑥 + 𝑦 𝑦
𝑦 𝑥 + 𝑦)

= (
𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥

) 

 

𝜓((𝑎 + 𝑏√2
3
+ 𝑐(√2

3
)
2
) (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
))

= 𝜓 (𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦 + (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)√2
3
+ (𝑎𝑧 + 𝑐𝑥 + 𝑏𝑦)(√2

3
)
2
)

= (
(𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)(𝑚𝑜𝑑 2) (𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)(𝑚𝑜𝑑 2)

(𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)(𝑚𝑜𝑑 2) (𝑎𝑥 + 2𝑏𝑧 + 2𝑐𝑦 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 + 2𝑐𝑧)(𝑚𝑜𝑑 2)
)

= (
𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥

) = 𝜓 (𝑎 + 𝑏√2
3
+ 𝑐(√2

3
)
2
) ⋅ 𝜓 (𝑥 + 𝑦√2

3
+ 𝑧(√2

3
)
2
) 

 ולכן זה הומומורפיזם.

 

לא ניתן להציג את כיוון שאין אפימורפיזם, מ פים הקודמיםסעיהממבין ההומומורפיזמים  .ג

)המטריצה 
1 0
0 0

ולם צריכים להיות אותם )בכ כתמונה של אף אחד מההומומורפיזמים. (

 איברים על האלכסון(.

 

 

 

 



 5אלה ש

 מתוך התכונות האחרות: . נוכיח את האבליות של החבורה החיבורית𝑅חוג  יהי

,𝑎יהיו  𝑏 ∈ R. :0 אזי מתקיים = 0 ⋅ 𝑎 = (1 − 1) ⋅ 𝑎 = 1 ⋅ 𝑎 + (−1) ⋅ 𝑎 = 𝑎 + (−1) ⋅ 𝑎 

𝑎− ולכן: = (−1) ⋅ 𝑎. :לכן מתקיים 

𝑎 + 𝑏 − 𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + (−1) ⋅ (𝑎 + 𝑏) = (1 − 1) ⋅ (𝑎 + 𝑏) = 0 ⋅ (𝑎 + 𝑏) = 0 

𝑎ולכן:  + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎ש"ל., ולכן היא אבלית. מ 

 

 6שאלה 

 צריך להוכיח שהוא שדה. תחום שלמות סופי. 𝑅יהי 

𝑎יהי  ∈ 𝑅:נגדיר .  ℓ𝑎: 𝑅 → 𝑅  על ידי: ℓ𝑎(𝑥) = 𝑎 ⋅ 𝑥מכיוון ש. נתבונן בגרעין .-𝑅 :תחום שלמות 

𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(ℓ𝑎) ⟺ 𝑎𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

 .א גם עליסופי ה 𝑅-חח"ע, ומכיוון ש ℓ𝑎לכן 

𝑦לכן קיים  ∈ 𝑅 כך ש-𝑎𝑦 =  הפיך מימין. 𝑎, כלומר 1

𝑟𝑎באופן דומה, בעזרת  = 𝑥𝑎 נקבל ש-𝑎 .הפיך משמאל 

 הפיך. מש"ל 𝑎לכן 

 

 7שאלה 

 אידיאל. 𝜏-נניח ש ⟸ .א

,Aיהיו  • 𝐵 ∈ 𝜏. :מתקיים 

 (𝐴 △ B) △ (𝐴 ∩ 𝐵) = ((𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)) △ (𝐴 ∩ 𝐵) 

= (((𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵)) \ (((𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵)) ∩ (𝐴 ∩ 𝐵)) 

𝐴הוא קבוצה ריקה, והאיבר משמאל הוא  ין להפרשהאיבר מימ ∪ 𝐵. 

𝐴 סגורה להפרשים סימטריים וחיתוכים: 𝜏-מכיוון ש  ∪ 𝐵 ∈ 𝜏. 

𝐴יהיו  • ⊆ 𝐵 ∈ 𝜏מכיוון ש .-𝜏 הוא סגור לחיתוכים ולכןאידיאל ,: 𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝜏. 

 סגורה לאיחודים והכלות. 𝜏-נניח ש ⟹

 א אבלית.ברור שהי חבורה אבלית.-היא תת (△,𝜏)-נוכיח ש •

𝐴יהי  היחידה: איבר ∈ 𝜏 )נתון שהיא לא ריקה( .∅ ⊆ 𝐴 ולכן ∅ ∈ 𝜏 היא סגורה ש בגלל

 להכלות.

,𝐴יהיו  סגירות ל"חיבור": 𝐵 ∈ 𝜏 .:מכיוון שהיא סגורה לאיחודים 𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝜏 מכיוון שהיא .

𝐴 סגורה להכלות: △ 𝐵 ∈ 𝜏 שכן ,𝐴 △ 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ 𝐵. 

𝐴ההופכי של כל  סגורה להופכי: ∈ 𝜏  הוא𝐴 , שכן𝐴 △ 𝐴 = ∅. 

 

𝐴יהיו  .מימיןבליעה: בגלל שהחוג חילופי, מספיק להוכיח בליעה  • ∈ 𝜏, 𝐵 ∈ 𝑃(𝑋). 

𝐴החיתוך  ∩ 𝐵 ⊆ 𝐴הכלות,. מכיוון שהיא סגורה ל 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝜏. 



𝐶 נסמן: .אידיאל τ-נניח ש ⟸ .ב = ⋃ 𝐴𝐴∈𝜏 :נוכיח .τ = 𝑃(𝐶): 

𝐴תהי  ⊇ • ∈ 𝜏 מההגדרה .𝐴 ⊆ 𝐶  ולכן𝐴 ∈ 𝑃(𝐶). 

𝐴 תהי ⊆ • ∈ 𝑃(𝐶) כלומר ,𝐴 ⊆ 𝐶מכיוון ש .-𝑋  סופית, גם𝑃(𝑋)  סופית, ולכן גם𝜏 

𝐶סגורה לאיחודים,  𝜏-איחוד סופי ו 𝐶-מכיוון ש סופית. ∈ 𝜏. מכיוון ש-𝜏  ,סגורה להכלות

𝐴גם  ∈ 𝜏. 

𝐶שקיים  נניח ⟹ ⊆ 𝑋  שכך-𝜏 = 𝑃(𝐶)כיח סגירות לאיחוד והכלה.. נשתמש בסעיף א' ונו 

,𝐴יהיו  • 𝐵 ∈ 𝜏 וצות של קב-תתי, בפרט הן𝐶 לכן גם .𝐴 ∪ 𝐵 ⊆ 𝐶 כלומר ,𝐴 ∪ 𝐵 ∈ 𝜏. 

𝐴יהיו  • ⊆ 𝐵 ∈ 𝜏.  בפרט𝐵 ⊆ 𝐶לכן גם , ו𝐴 ⊆ 𝐶 כלומר ,𝐴 ∈ 𝑃(𝐶) = 𝜏. 

 

𝜏 נבחר: .ג = {𝐴 ∈ 𝑃(ℕ)||𝐴| < ℵ0}. 

 .סופיהוא  סופיותחוד קבוצות אי, מפני שהוא סגור לאיחוד

 .סופיתהיא  סופית סגור להכלה כי קבוצה שמוכלת בקבוצה

 לכן, לפי סעיף א' היא אידיאל.

𝐶ה שיש יח בשלילננ ⊆ ℕ כך ש-𝜏 = 𝑃(𝐶). 

𝑛, לכל 𝜏ת מהגדר ∈ ℕ: {𝑛} ∈ 𝜏,  ולכן𝑛 ∈ 𝐶.  ,מכאןℕ ⊆ 𝐶 ולכן ,ℕ = 𝐶 בפרט , ℕ ∈ 𝜏 ,

|ℕ|אך  = ℵ0 בסתירה להגדרת ,𝜏. 


